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在 写 这 本 书 时 ,我 经 常 考虑 的 是 小 型 学 院 的 大 学 生 ， 在 他 们 
的 大 学 生活 中 , 人 们 通常 强调 尽早 介绍 近世 代数 的 重要 性 , 然而 ， 
在 大 学 课程 中 开设 拓扑 学 的 必要 性 似乎 没有 受到 同样 重视 ， 由 于 
我 感到 泛 函 分 析 在 数学 中 是 各 个 分 支 的 一 种 较 大 的 综合 ， 以 及 了 
解 到 作为 分 析 的 基础 的 代数 和 拓扑 学 的 根本 重要 性 , 因此 , 我 试图 
提供 一 个 与 近世 代数 许多 现代 教材 的 精神 相 平行 的 拓扑 学 初等 教 
材 ， 希望 在 不 太 远 的 将 来 , 一 学 期 的 拓扑 学 课程 将 被 主 修 数学 的 
大 多 数学 生 所 修 习 , 从 而 能 为 大 学 生 开 设 近 代 分 析 的 课程 . 

本 书 注意 几何 直觉 以 及 公理 方法 , 强调 几何 直觉 的 原因 是 ,我 
相信 这 些 学 生 在 几何 方面 已 经 具有 许多 经 验 ， 如 果 他 们 能 运用 自 
已 的 几何 直觉, 学 习 拓扑 学 是 不 困难 的 . 强调 公理 方法 有 双重 原 
因 : 首先 , 这 与 学 生 在 近世 代数 中 的 经 验 相 平行 , 其次, 它 使 本 书 与 
数学 的 近代 发 展 趋势 一 致 . 

除去 上 面 提 到 的 主要 目的 之 外 ,还 需 指出 两 点 . 因为 点 集 拓 
扑 学 的 一 个 初等 课程 不 仅 是 分 析 的 基础 ， 而 且 也 是 在 点 集 拓 扑 学 
和 代数 拓扑 学 方面 进一步 进行 工作 的 基础 ， 因 而 本 书 试图 包括 一 
些 这 样 的 题材 ， 它 们 将 为 具有 分 析 学 以 外 的 兴趣 的 学 生 服务 ， 当 
然 , 主要 的 题材 是 在 分 析 中 重要 的 那些 内 容 ， 但 是 也 有 一 些 内 容 
偏离 了 主要 题材 ， 这 些 内 容 虽 然 在 分 析 中 不 太 重要 , 但 将 使 那些 
希望 继续 学 习 点 集 拓扑 学 或 是 代数 拓扑 学 的 学 生 感 兴趣 . 

在 某 种 意义 上 ， 本 书 预计 的 阅读 对 象 决定 了 这 本 书 的 形式 . 
开始 部 分 的 证 明 很 详细 , 这 在 职业 数学 家 看 来 是 太 详细 了 ， 然 而 ， 
根据 我 的 经 验 ， 通 过 这 种 性 质 的 课程 初次 接触 公理 数学 的 学 生 在 
“ 1. 
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开放 阶 公 奸 常 部 雷 要 一 些 帮 助 ， 后面 章节 的 内 容 则 需要 学 生 更 多 
地 依靠 自己 的 才智 ,因为 证 明 已 经 不 再 如 前 面 那样 详细 . 对 于 证 
明 所 谈 到 的 这 些 同样 也 适用 于 练习 ， 本 书 开始 部 分 的 练习 是 简单 
的 ,而 且 有 时 有 些 琐碎 ， 然 而, 特别 是 最 后 一 章 的 练习 则 圳 要 学 生 
下 相当 的 功夫 才能 解决 ， 我 们 没有 提供 书 中 概念 的 最 初 来 源 , 但 
是 列 出 了 有 兴趣 的 学 生 进一步 阅读 的 参考 书目 .在 所 列 出 的 许多 
参考 书 中 都 能 找到 原始 资料 的 详细 目录 ， 以 至 把 它们 包括 在 本 书 
内 似乎 是 多 余 的 . 

奥 柏 林 (Oberlin) 学 院 使 用 本 书 初 稿 的 经 验 表明 , 在 有 十 五 周 
药 一 个 学 期 内 就 能 将 书 中 内 容 轻松 地 讲授 完毕 .如果 感到 分 量 本 
重 , 可 以 删 去 某 些 内 容 而 不 至 于 影响 本 书 的 连贯 性 ， 如 果 需 要 一 
个 比较 简短 的 教程 , 本 书 第 一 章 第 八 节 , 第 三 章 第 三 节 、 第 四 节 , 第 
四 章 第 四 节 、 第 五 节 以 及 第 五 章 第 三 节 可 以 删 去 ， 本 书 练习 中 包 
括 许 多 说 明理 论 的 不 可 缺少 的 例子 ， 我 极力 主张 ,如 果 不 是 全 部 ， 
至 少 也 应 该 作 完 大 前 分 练习 ， 有 由 个 练习 归 作 "学 期 论文 一 类 ， 
这 可 以 作为 学 生 进一步 研究 的 课题 ， 对 于 愿意 指定 学 生 作 学 期 论 
文 而 不 进行 传统 的 期 终 考 试 的 教师 , 这 些 练习 可 供 参考 . 

定理 .定义 、 引 理 和 推论 在 每 一 章 连 续 编号 . 因此 , 第 三 章 中 
的 第 十 个 定理 (或 定义 - 引 理 、 推 论 ) 编 号 为 3.10. 每 一 章 的 练习 都 
从 1 开始 连续 编号 .例如 练习 2.12 表示 第 二 章 的 第 十 二 题 。， 害 
理 证 明 完 毕 记 以 符号 “ 量 ”. 

我 感谢 RR. 互 . Bing 和 M. 工 . Curtis 两 位 教授 的 有 益 建议 . 
感谢 Ruth Edwards 和 Flizabeth Garter 帮助 打印 原稿 ， 感 谢 许 
多 学 生 找 出 本 书 初稿 的 不 少 打印 错误 。 鉴于 他 们 人 数 太 多 , 这 里 
不 再 一 一 提 及 . 尽管 如 此 , 本 书 的 任何 错误 都 应 当 册 我 承担 全 部 
责任 。 

J. D. 包 姆 (John D, Banm》 
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§1 引 害 


近代 的 多 数 数学 领域 都 是 从 一 组 未 被 定义 的 对 象 以 及 刻 划 这 
些 对 象 性 态 的 一 组 公理 开始 的 ， 以 这 样 的 方式 探讨 一 门 数 学 学 科 
有 许多 优点 也许, 这 样 做 的 最 大 优点 是 , 对 于 我 们 遇 到 的 任何 一 
个 数学 系统 , 如 果 它 服从 一 个 特殊 数学 领域 的 公理 , 则 它 也 将 服从 
在 这 个 领域 内 成 立 的 一 切 定理 ， 因 为 任何 公理 的 发 展 都 是 从 一 个 
未 被 定义 的 对 象 的 集合 开始 的 , 因此 , 我 们 在 发 展 公理 体系 之 前 研 
究 一 些 集 合理 论 就 显得 是 必 不 可 少 的 了 ， 


$2 集 合 

作为 数学 一 个 领域 的 集合 论 , 可 以 用 公理 法 展开 ， 但 在 这 里 
我 们 不 采用 这 样 的 观点 ， 而 宁愿 充分 依 丽 我 们 的 直觉 来 发 展 这 一 
理论 .按照 Cantor 的 说 法 , “集合” 是 由 “确定 的 , 各 别 的 对 象 m 组 
成 的 一 个 整体 ( 记 为 下), 而 这 些 对 象 是 我 们 感觉 到 的 或 我 们 想象 
到 的 .* 用 来 形成 集合 的 对 象 称 为 该 集合 的 元 素 或 元 ， 我 们 认为 台 
个 集合 是 一 个 单独 的 实体 ， 一 般 说 来 ， 用 大 写字 母 表 示 集 合 ， 比 
如 , 用 罗马 字母 4，B，…, 或 草书 体 字 .wy， 鹃 …， 或 德 文字 母 
如 戏 …。 集 合 的 元 素 一 般 用 小 写 罗 马 字母 表示 . 

我 们 可 以 用 两 种 方式 表示 一 个 集合 的 元 素 是 什么 .如 果 一 个 
集合 的 元 素 不 多 , 则 可 以 直接 列 出 它 的 全 部 元 素 . 约定 一 个 统一 的 
写法 : 在 大 括 弧 内 直 扶 写 出 集合 的 全 部 元 素 ， 例 如 ,4= 世 2 3. 
元 素 之 间 要 用 逗 点 分 开 ， 如 果 一 个 集合 的 元 素 很 多 ， 用 上 面 的 方 
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法 表示 是 很 廊 烦 的 ， 这 时 ,我 们 可 以 用 写 出 集合 全 休 元 素 都 满足 
的 共同 性 质 的 办 法 来 类 示 和 集合 ， 例如 ，4 -~ {zj 是 小 于 4 的 正 束 
数 }， 我 们 的 表示 法 为 , 写 出 大 括 弧 , 用 某 一 个 字母 者 示 集合 的 一 
般 元 素 (上 面 是 用 z), 曾 出 竖 直线 并 写 出 集合 的 一 般 元 素 连同 全 
体 元 素 都 浦 趾 的 共同 性 质 ， 

某 元 是 一 个 集合 的 元 素 可 以 写作 , 例如 2E 4 的 形式 , 读 作 “3 
是 集合 4 的 元 素 "或 3 是 4 的 元 ”或 简单 读 为 但 属于 4"， 如 果 
一 个 元 素 不 属于 一 个 集合 ,可 以 记 为 , 例如 4 全 4 的 形式 , 读 作 殷 
不 属于 4”， 所 4 不 是 集合 4 的 元 素 "或 不 是 4 的 元 ” 

如 果 对 于 每 一 个 2€4 都 有 2€ BB, 则 称 集合 4 是 集合 也 的 
于 集 ,或 称 也 包含 4 记 为 4 或 BA 车 AEB 与 BC4 者 
成 立 , 则 集合 4 与 如 的 元 素 完全 相同 ， 记 为 4=， 符 号 四 表示 
空 集 , 也 就 是 不 包含 任何 元 素 的 集合 ， 频 当 注 意 到 下 列 关系 式 恒 
成 立 ，4E4， 有 44- 4，g%C 和 4 以 及 4G 风 当 且 仅 当 4- 人 “GE" 是 
一 个 传递 关系 , 也 就 是 说 ,如果 4 三 与 BCO, 则 有 4EC. 

符号 4CB 表示 4B 同时 4 去 B， 这 个 符号 有 时 会 过 到 
一 个 集合 不 被 包含 于 另 一 个 集合 ， 例 如 4 己 B 不 成 立 ， 我 们 记 为 
4 中 日， 

我 们 在 这 里 第 一 次 向 学 生 指出 ， 今 后 在 学 习 本 书 的 进程 中 还 
要 继续 指出 ,在 不 同 的 书 中 , 同一 个 数学 符号 的 合意 可 能 是 很 不 相 
同 的 ， 集 合 包含 符号 与 集合 真 包含 符号 己 就 是 这 样 ， 有 的 著者 
对 集合 的 包含 使 用 符号 而 不 引进 集合 真 包含 符号 ， 在 陪读 其 它 
著作 时 学 生 应 当 和 弄 清 楚 书 中 各 种 符号 的 确切 含意 . 


练习 


0.1 证 明 上 面 叙述 的 几 个 关系 式 恒 成 立 , 即 是 对 任意 集合 4, 下 
列 关系 式 成 立 


。8 . 


(a) 4E4， 
(bh) 4=4. 
{0) 9%E4， 
(9) 4E# 当 且 仅 当 A= 帮 . 
0.3 对 任意 集合 4, BB 和 0, 证 明 
(a) 如 果 4CB 与 BCC 成立 , 则 AEO 成 立 , 
(b) 如 果 4CB 与 BCO 咸 立 , 则 4CO 成 立 . 


$3 集 代 数 
我 们 现在 定义 集合 的 两 种 运算 ， 第 一 种 运算 是 两 个 集合 的 并 
4U 定义 4UB=- tlzE4 或 2E 耻 .这 里 (或 "的 含意 还 有 
“并 有 "之 总, 所 以 同时 在 4 与 召 中 的 元 素 也 在 4AUB 中 ,第 二 种 
运算 是 两 个 集合 的 交 A4NB， 定 义 ANB-{jwE4 与 4€B}。 
由 定义 可 以 直接 得 出 集合 的 下 列 运算 公式 ， 
1. (a) AU(BUO)=(4UB) UO., 
(b) ANCBNO)— (ANB) NO, 
2. (a) AUB=BUA. 
(bp) ANB-BNA., 
. (a) AN(BUO)- (A4NB)U CANO), 
(b) AU {BNO) = (4UB) NAUO), 
4. (a) AUA= 4. 
(hb) ANA=A, 
5. (a) ACAUB. 
(b) 4A2ANB. 
6 (a) 若 4EOC 与 BEO, 则 AUBEO, 
(人 b) 车 430 与 B90, 则 4N 820， 
9. (a) AUG=A, 
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(0) 4ng= 风 
如 前 记述，4 瑟 当 且 仅 当 4 刁 B 与 BCA、 这 样 , 为 了 证 明 
上 面 所 列 的 天 部 分 关系 式 ， 必须 证 明 两 个 包含 关系 ， 我 们 用 证 明 
2(e) 来 说 明 这 一 点 ， 设 2EAUB, 风 zwE4 或 EB， 因 此 wEB 
或 opE4， 从 而 =“EBU4， 这 说 明 4U BBUA4， 相 反 , 设 E 
BU4, 则 wzEB 或 %E 4, 因此 wEA4 或 EB, 区 而 2E4UB 这 
说 明 BU 4 己 4U 8. 由 刚才 证 明 竟 两 个 包含 关系 便 可 得 出 4U B 一 
BYUA., 
我 们 通常 都 假定 所 要 讨论 的 集合 是 菜 个 基础 集合 0 的 子 集 . 
由 此 定义 集合 4 的 余 集 4 规定 4o={wjeED 且 % 竺 入 将 4 
一 B={ziw€E4 且 w 和 中 了 定义 为 集合 4 与 万 之 闫 集 、 由 这 些 定 
义 可 以 得 出 集合 的 又 一 些 运算 公式 ， 
8，(a) $-U 
(b) U—$. 
9. (a} AU A"=U., 
人) AN 4°=$. 
10. (4")°=4 
芋 ， 如 时 4 忆 , 则 4 情 ， 此 命题 的 逆 钙 题 也 成 立 。 
12. (a) (AU BY'=& NB. 
全 (ANB)'— A UB, 
18. A-B=ANB. 
上 面 的 公式 12(a) 与 12(b) 称 为 DeMorgan 公式 ， 不 久之 后 
我 们 将 有 这 两 个 公式 更 一 般 的 形式 ， 学 生 应 当 自 己 验 证 上 面 每 一 
个 公式 的 正确 性 ， 这 里 再 一 次 向 学 生 提出 , 我 们 用 来 表示 集合 的 
余 集 的 符号 Ar 可 能 与 他 在 其 它 课本 上 看 到 竟 不 一 样 。 
现在 已 经 有 的 集合 运算 公式 大 概 已 能 满足 我 们 的 需要 .然而 
下 面 一 组 练习 给 出 了 一 些 有 时 可 能 有 用 的 进一步 的 关 系 。 
。 


练 习 


设 4, 召 与 C 表示 某 基础 集 Z 中 的 集合 征明 下 列 关系 式 * 

0.3 由 AEB 一般 不 能 得 出 BE4 

0.4 AEB 当 且 仅 当 A4UB~B. 

0.5 AEB 当 目 仅 当 ANB=A. 

0.6 AN(B~O) ~ BN(A-0)= (4NB)-0= (ANB)- 
(ANO). 

0.7 A~B8=A-(ANB). 

0.8 4NB 一 $ 当 旦 仅 当 A 

0.9 如 果 AUB=U 以 及 A4NB=9, 则 B=A°. 

0.10 (4A-B)°-BUA 

0.11 (4-B)U(A4-0) =A-(BNO). 

0.12 (A—O) YU (B~O) = (AUB) -0O. 

0.1 (4—- BU(B-A)=(A4UB)—(AND). 

0.14 4- (4A~B)=<ANB. 

0.15 AU (B—A)-AUB, 

0.16 AN(B~A)—$. 


对 并 [或 郊 ) 使 用 上 面 的 结合 律 4) 和 工 (b) ,我 们 显然 能 够 得 
到 任意 有 限 个 集合 的 并 (或 交 )、 对 任意 集 族 ( 未 必 是 有 限 的 集 族 ) 
求 它们 的 并 与 交 是 有 用 的 。 为 了 定义 这 样 一 个 概念 ， 需要 用 到 指 
标 集 ， 能够 想 银 指标 集 作为 一 个 标记 集 。 这 样 , 集 族 的 每 一 个 元 
过 部 被 赋予 了 指标 集 的 一 个 标记 ， 设 4 是 一 个 指标 集 ， 对 每 一 个 
aE4, 相伴 着 一 个 集合 B， 我 们 定义 
岂 如 ~ 也 | 对 菜 个 a€4 有 2€B} 


b 及 用 -全 | 对 每 一 个 a€4 有 EB} 


如 果 4 是 空 集 , 定义 
JB-g$ 及 NM BDU, 
< eh 
下 列 运算 公式 成 立 ， 
，14. 如 果 a€4, 则 [Be BE (J Bo, 其 中 4¥$. 
15. (a) 如 果 对 每 一 个 a€ 4 有 BEO, 则 (Bso. 
Cb) 如 果 对 每 一 个 a€4 有 Bs0， 则 站 Be20. 
6. 如果 对 每 一 个 a€ 4(4 丰 办 有 B 刁 O。， 则 有 BE 
局 Co 和 a Bs M0.. 
17. a) BVO ~ (BUCY OS). 
(pb) 由 Canca 一 (NB) 站 (MN 02). 
18. 车 = 册 门 (CUB) -0U( BB). 
ea eh 
19. 车 则 (CNB) -CN (IB). 
20， (a) (UB) 一 由 说 
Wb) (BO 一 也 六 
并 和 交 的 符号 除 如 上 所 述 之 外 ， 有 时 也 如 下 表示 ， 设 .多 是 
集 族 {， 则 导 3 一世 | 对 某 个 BE 和 有 w€ 及. 对 交 也 有 与 


| 《DeMorgan 公式 ), 


此 相似 的 央 示 法 。 

下 面 的 符号 有 时 也 偶然 用 到 如果 .sz 是 集 族 { 昌 ,下 是 某 
个 确定 的 集合 , 则 .oz 人 并 表示 集 族 {4 人 X4Ez}， 

最 后 , 设 Xi 2 …， 贡 是 集合 , 则 这 些 集合 的 笛 卡 儿 积 


是 Ni 一 {noese,z) LE Xj 这 就 症 说 , % 个 集合 的 稍 卡 几 
积 是 由 所 有 可 能 的 (oa，xo …，w) 形 成 的 集合 ， 其 中 每 一 个 4 元 
。 . 


组 (ru sa …， %,) 的 第 个 元 素 取 自 集合 全 在 只 有 两 个 集合 
的 情况 下 , 我 们 常 将 x 六 记 为 AIX 瑟 3 例如， 如果 4 一 {1, 2}， 
8= fo 65, 9}, 则 

AxB={(L, @), C1, 5), (1, 0), (2, o), (3,5), (2, )}. 
我 们 将 在 以 后 用 较 多 的 简 幅 讨论 笛 卡 儿 积 。 


练 “ 习 

0.17 证 明 DeMorgan 公式 [20(a) 与 20(b)] 不 仅 在 4zx 史 时 成 
立 ,而 且 在 4= 力 时 也 成 立 ， 

0.18 实 直线 证 与 自身 的 竺 卡 儿 积 是 实 平面 ， 如 果 第 I 象限 是 
集合 {Cz, 仍 1z>0, y>0 且 w,y 是 实数 }, 试 将 它 写成 笠 卡 
儿 积 的 形式 . 

0.19 如 果 :一 {x.w 是 实数 且 z>>0}. 设 .x 是 BR' 的 所 有 子 集 
所 成 的 集 族 ,一 [一 1, 刀 ={z|z 是 实数 且 一 I 笃 c 夺 十 . 试 
描述 ,on 了， 


$4 Euler-Venn 图 


在 研究 集合 论 中 的 问题 时 ， 集 合 之 间 的 关系 图 对 我 们 常 有 帮 
助 . 这 样 的 图 通常 称 为 Yonn 图 或 Roler 图 ,也 可 以 称 为 Euler- 
Venn 图 ， 通 常 将 基础 集 
合 画 成 一 个 大 的 矩形 而 将 
所 讨论 的 集合 天 在 矩形 内 
部 ， 例 如 , 图 0.1 就 是 一 
个 描述 40 呈 的 Baler- 
Venn 图 ， 

诬 当 注意 到 ， 图 形 本 外 0.1 
身 并 椒 能 给 出 集合 论 中 的 某 个 结果 的 证 明 ， 但 它 常 能 启发 我 们 怎 

YF. 


样 去 作出 证 明 。 例如 , 下 面 的 图 0.2 和 0.3 能 够 提示 我 们 证 明 等 
式 4N UBUC)=(4NB)UC4NC) 的 途径 . 


网 0.2 [表示 4mnCBUO] 


[a A 


CO 


图 0.3 [ 素 天 NBU CANOD] 


练 习 
0.20 作出 下 面 每 一 种 情况 的 Roler-Venn 图 
(a} AEB, 
(b) AN BG. 
(0) ACB', 
(CD ANBFG, BNOFS, CNDz8, DNAYG, ANO= 
四 BND-S. 


$5 关 系 
我 们 不 一 般 地 研究 关系 ， 而 大 将 注意 集中 到 以 后 特别 有 用 的 


RR 


两 类 关系 上 ， 我 们 首先 一 般 地 定义 关系 的 概念 ， 简单 地 说 , 集合 
4 上 前 关系 是 序 偶 (o, 分 所 成 的 一 个 集合 ， 此 处 cc 4, 5E 4， 我 
们 道 常用 RR 表示 关系 , 用 aR6 类 示 序 侦 (&, 症 是 关系 集合 的 元 尝 ， 

等 价 关系 是 满足 下 面 三 条 性 质 的 关系 : 

人 对 每 一 个 cE4 有 aRa( 自 反 性 )， 

(2) 如 果 aR5, 则 也 有 5Be( 对 称 性 ). 

(8) 如 果 有 aRBb 与 5Bo, 则 有 ve( 传 递 性 ). 
如 果 忆 是 集合 4 上 的 一 个 等 价 关系 ,我 们 用 RCo), 或 [a, RI], 或 
者 [四 表示 集合 {6.5E 4 且 aRb}， 称 集合 [a] 荐 由 4 决定 的 等 价 
类 , 设 是 4 的 一 个 于 集 族 ,如 果 它 是 不 相交 的 (也 就 是 说 如 果 
B,0E.7， Bz#0, 网 BNC 一 办 而 且 它 的 并 是 4， 则 称 .天 是 集 
合 4 的 一 个 划分 ， 我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 

0.1 定理 集合 4 上 的 每 一 个 等 价 关 系 诱导 出 4 的 一 个 划 
分 ,此 划分 将 4 分 成 请 等 价 类 ， 反 之 , 4 的 每 一 个 划分 多 诱导 出 
4 上 一 个 等 价 关系 , 且 此 等 价 关系 的 等 价 类 正好 是 和 中 的 集合 . 

证 明 设 -{[e] la€ 疏 ， 对 每 一 个 a€4， 因 为 4€ [el, 
放 

U [四 =4， 


az 
现在 假设 [q] 站 [8] 关 $8， 从 而 我 们 可 以 选 出 cE [eln [时 根据 
[中 与 [ 纪 的 定义 可 以 得 品 ee 利 eBRB. 由 R 的 对 称 性 与 传递 性 便 
可 以 得 出 aR5, 设 2E [qj, 也 就 是 aRa, 因为 我 们 已 经 有 了 aR5, 再 
根据 避 的 传递 性 便 可 以 得 出 485, 所 以 dE [85]. 同样 可 以 证 明 对 
任意 一 个 eE [], 我 们 能 够 得 卉 eE [a] ， 因 此 [49] = [8]。 这样 一 
来 我 们 证 明了 这 些 等 价 类 要 未 不 相交 ， 亚 旭 便 是 相 回 的 ， 因 此 . 纪 
是 并 的 一 个 划分。 
反 过 来 ， 设 , 是 4 的 一 个 划分 。 当 上 且 仅 当 &a 与 5 属于 同一 
个 BE 时 定义 为 485。 则 五 是 一 个 等 价 关 系 而 二 旦 的 等 价 类 
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正好 是 多 中 的 集合 ， 详 细 的 证 明 留 给 读者 ， 旧 

序 关系 是 我 们 需要 考虑 的 第 二 类 关系 。 一 般 说 来 , 序 关系 是 
具有 传递 性 的 关系 ， 下 面 区 别 我 们 需要 的 两 类 特殊 的 序 关系 。 第 
一 类 是 篇 序 关系 ， 我 们 定义 集合 六 上 的 一 个 偏 序 关系 是 满足 下 列 
条 件 的 关系 : 

(DD) 对 任意 一 个 2E5 有 wRz. 

(2) 对 任意 ww yE5, 如 果 有 wRy 与 yRz, 则 有 w=y。 

《8) 对 任意 zy, “ES, 如 果 有 zBy 与 yRz, 则 有 wRx. 
偏 序 关系 的 一 个 典型 例子 是 在 某 个 基础 集合 的 所 有 子 集 所 成 
的 集 族 上 的 关系 4EB. 

我 们 需要 的 第 二 类 序 关系 是 全 序 关系 为 了 我 们 的 目的 ， 定 
义 全 序 关系 基 潢 足下 一 条 件 的 偏 序 关 系 ， 

(9 如 果 %, ES zz 所 则 或 省 有 wRy 或 者 有 yRe。 
全 序 关系 的 一 个 典型 例子 是 实数 集合 上 的 关系 2 二 9. 

学 生 们 应 ， 他 们 可 能 过 刻 与 上 面 不 相同 的 侠 序 关系 的 
定义 ， 县 体 说 来 ,有 时 也 如 下 定义 全 序 关 系 ， 

集会 8 上 的 一 个 全 序 关系 是 满足 下 列 条 件 的 关系 ， 

(1) 对 任意 xw, yES, 下 面 江 条 有 -- 条 且 仅 有 一 条 成 立 ; 

wRy, yhr, w=—y. 

人 对 任意 ,yzES, 如 果 有 Jy 和 yRz， 则 有 wR. 
这 样 定义 的 全 序 关 系 的 一 个 典型 倒 子 是 实数 集合 上 的 关系 sn<y. 
不 过 为 了 我 们 前 日 的 ， 本 书 采用 前 曾 一 个 定义 作为 全 序 关 系 的 定 
义 。 


练 习 


0.3 在 正 整 数 集合 Zr 中 ， 设 wRy 意味 着 2 一 9 能 被 7 整除 ( 即 
是 wg= 隐 ,此 处 天 是 一 个 米 数 ), 试 证 明 RR 是 一 个 等 价 关 
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系 并 号 出 它 的 等 价 类 ， 
0.33 在 正 整数 集合 Z*+ 中 , 设 m 夺 n 意味 着 % 是 m 的 倍数 ( 即 是 
% 一 mk, 此 处 上 EZ1+)， 坛 证 “所 "是 Z* 上 的 一 个 偏 序 . 


§6 无 限 集 

在 第 二 章 的 开始 部 分 我 们 将 用 较 多 的 篇 幅 定 义 和 讨论 函数 ， 
但 目前 我 们 需要 一 类 特殊 的 函数 . 在 和 4 与 了 之 间 以 如 下 方式 定 
义 一 个 一 一 对 应 ” 首先 想象 所 函数 或 对 应 ) 是 序 偶 (es， 妈 形成 的 一 
个 集合 (其 中 a€ 4, 8E 8) 而 且 合 于 , 如果, 下 与 (@, 5) EF, 则 
5=z， 简 而 言 之 ,是 单 值 的 , 因为 对 点 (或 者 元 素 )aE 4, 我 们 想 
象 f 确 定 了 一 个 值 了 EB， 这 通常 记 为 Ate) 5. 经 过 微 积 分 的 
学 习 ,这 个 符号 学 生 应 当 是 熟悉 的 , 进而 我 们 要 求 每 一 个 4€4 是 
某 一 个 序 偶 (a, 5) Ef 的 第 一 个 元 素 ， 这 保证 了 对 每 一 点 (或 元 
素 )a€ 4, .了 确定 了 一 个 且 仅 只 一 个 值 2E 吾 在 这 些 条 件 下 了 称 
为 一 个 函数 . 为 了 是 一 一 对 应 ,我 们 进一步 事 求 每 一 个 EB 是 
某 一 个 序 偶 (co,， 8) Ey 的 第 二 个 元 素 , 而 且 如 果 (a, 引 与 (oo 8) € 
坊 则 一 a、 这 就 是 说 对 于 元 素 5€B 有 元 素 4 存在 ,使 得 fo) 一 
如 而 且 对 每 一 个 BE 卫 仅 有 一 个 元 素 eaE 4, 使 得 (4@) ==5. 

一 一 对 应 就 是 对 于 每 一 个 <cE4 正好 确定 一 个 EB 以 及 对 
于 每 一 个 5E 召 正好 确定 一 个 cE4.。 一 一 对 应 的 一 个 典型 例子 
是 函数 Fe) 一 2 十 1， 这 里 4 与 吾 都 是 实数 集 。 一 个 不 是 一 一 对 
应 的 函数 的 例子 是 f(w) 一 必 , 这 里 4 是 实数 集 , 召 是 非 负 实数 集 。 

如 果 一 个 集合 的 某 个 子 集 与 正 束 数 集 红 之 间 存 在 一 一 对 
应 ， 则 称 这 个 集合 是 无 限 集 ， 如 果 一 个 集合 本 身 与 正 整数 集 史 + 
之 间 存 在 一 一 对 应 ， 则 称 这 个 集合 是 可 数 无 限 的 ， 不 是 无 限 的 集 


* 译注 为 消除 本 节 有 关 丽 数论 述 的 含 沐 之 处 , 将 此 处 原文 中 的 (或 函数 )" 天 
去 , 
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合 称 为 有 限 的 。 有 限 集 或 可 数 无 限 集 称 为 可 数 的 。 

下 面 是 这 些 定义 的 直接 推论 。 如 果 44 是 无 限 的 且 4 和 8, 则 
卫 是 无 限 的 如 果 如 是 有 限 的 且 4 刁 B, 则 4 是 有 限 的 ; 如 果 4 是 
无 限 的 , 6E4, 则 4 一 {2} 是 无 限 的 . 

现在 我 们 介绍 一 个 公理 ， 这 个 公理 将 使 得 以 后 的 许多 证 明成 
为 可 能 . 没有 这 个 公理 的 假设 , 这 些 证 明 或 许 也 能 给 出 , 但 目前 看 
来 这 似乎 相当 不 可 能 。 下 述 事实 是 已 知 的 , 称 为 选择 公理 的 这 个 
附加 的 公理 的 引入 不 会 在 我 们 已 有 的 相 容 的 系统 中 导致 任何 囊 
盾 。 这 个 公理 是 : 

选择 公理 设 .一 {BelaE 4, 4 是 一 个 指标 集 } 为 非 空 不 相 
交 的 集合 所 成 的 非 空 集 族 ， 则 存在 一 个 集合 C， 使 得 对 于 每 一 个 
aE€ 4, ON Bs。 只 有 一 个 元 素 . 

设想 CN B。 中 的 唯一 元 素 是 5。, 我 们 能 够 定义 一 个 由 4 到 C 
的 阔 教 ja) =8。， 此 时 了 称 为 一 个 渤 择 孟 数 ,因为 它 为 我 们 从 每 
一 个 Bs 选 出 一 个 ( 且 仅 只 一 个 ) 元 素 ， 事实 上 , 选择 公理 有 很 多 等 
价 的 叙述 , 但 是 我 们 不 打算 在 这 里 继续 讨论 这 个 问题 ， 稍 后 , 我 们 
将 需要 选择 公理 的 另外 一 个 形式 , 它 通常 被 称 为 Zorn 引 理 . 我 们 
将 在 适当 的 地 方 叙述 这 个 引 理 ， 对 于 这 些 内 容 有 兴趣 的 学 生 可 以 
参阅 本 章 末 尾 所 列 参 考 书 中 的 适当 书籍 . 

下 面 是 由 有 限 集 与 无 限 集 的 定义 得 出 的 简单 结果 . 

设 马 是 一 个 有 限 集 , 2 是 整数 集 {810<b 短 }, 则 或 震 天 = 
吵 或 者 对 某 一 个 整数 %， 在 2 与 了 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 相 
反 , 如 果 或 者 了 = 四 ,或 者 对 某 一 个 整数 %， 在 了 与 Z, 之 间 存 在 
一 个 一 一 对 应 , 则 是 有 限 的 . 

由 以 上 注释 容易 看 出 ， 两 个 有 限 集 之 并 也 是 有 限 集 ; 如 果 4 
是 无 限 集 , 了 是 有 限 集 , 则 4 一 至 仍然 是 一 个 无 限 集 . 

我 们 现在 讨论 需要 格外 小 心地 详细 证 明 的 某 些 结果 ， 在 开始 
- 12， 


之 前 ,假定 读者 已 经 熟悉 实数 系 ， 具 体 地 说 , 假定 他 们 知道 正 整数 
集 是 良 序 集 ， 也 就 是 说 它 具 有 这 样 的 性 质 ， 每 一 个 非 空 的 下 整数 
集 有 最 小 元 素 . 

我 们 的 第 一 个 结果 粗略 地 说 来 是 ， 在 集合 族 中 最 小 的 集合 是 
可 数 集 ， 如 果 要 作 较 细 的 分 类 , 我 们 能 够 说 有 限 集 是 最 小 的 , 在 它 
后 面 的 是 可 数 无 限 集 ， 下 面 证 明 

0.2 定理 ”一 个 可 数 集 的 任意 子 集 也 是 可 数 的 . 

证 明 设 4 是 一 个 可 数 集 且 BE 4， 如 果 B 是 有 限 集 , 定理 
药 缚 论 显然 成 立 ， 因 此 假设 B 是 一 个 无 限 集 ， 设 了 是 在 4 与 正 
整数 集 Z+ 之 间 的 一 一 对 应 。 按照 通常 画 数 的 记号 , 我们 用 /Gu) 
表示 4 中 那个 与 整数 % 对 应 的 元 素 ， 设 是 使 (nr) EB 的 最 
小 整数 。 由 正 整数 集 的 良 序 性 , 这 样 一 个 整数 存在 . 又 , 设 四 是 使 
AoEB-{7Go)} 的 最 小 整数 ， 这 样 继续 下 去 ， 设 因 是 使 


Jo EE 一 站 L7(nD] 的 最 小 整数 ， 对 于 每 一 个 我们 注意 到 


集合 Bt] {了 (nj)} 是 非 空 的 ， 因为 如 果 不 是 这 样 ， 我 们 就 已 经 
在 正 整 数 集 Zr-: 与 召 之 间 建 立 起 了 一 个 一 一 对 应 , 由 此 得 出 如 是 
一 个 有 限 集 . 这 样 一 来 我 们 在 人" 与 之 间 确 定 了 一 一 对 应 9 (好 
=f xm)， 这 个 对 应 的 存在 说 明 B 是 可 数 集 , 自 

对 我 们 说 来 ， 知 道 可 数 个 可 数 集 之 并 也 是 可 数 集 这 一 事实 是 
重要 的 、 这 个 结果 级 述 如 下 , 

0.8 定理 设 4 是 一 个 可 数 指标 集 , 对 每 一 个 a€E4, 有 一 个 
对 应 的 可 教 集合 Bs, 则 集合 上 3。 也 是 可 数 的 ， 

证 明 的 前 注 ”下 于 我 们 知道 可 数 集 的 子 集 是 可 数 的 ， 因 此 我 
们 不 仅 能 够 假设 集合 4 是 可 数 无 限 集 ， 而 且 同 样 能 够 假设 每 一 个 
B。 也 是 可 数 无 限 集 ， 因 为 如 果 不 是 这 样 (也 就 是 说 它们 有 的 是 有 
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限 集 ), 则 能 够 增加 一 些 元 素 使 得 有 限 集 扩 充 成 为 可 数 无 限 集 ， 因 
而 定理 中 我 们 所 关心 鸥 那个 并 就 成 了 扩充 以 后 的 集合 的 并 的 子 
集 .如 果 扩充 以 后 的 并 我 们 能 证 明 它 是 可 数 的 , 则 作为 可 数 集 的 
子 集 , 前 者 也 就 是 可 数 的 了 。 与 此 类 似 , 我 们 可 以 假设 所 有 的 Bu 
互 不 相交 (也 就 是 说 对 于 ea 关 B，Bonm Be= 内 ， 因 为 如 果 它 们 不 是 
这 样 , 我 们 将 公共 元 素 视 为 相 异 , 这 祥 一 来 所 有 Bu 的 全 体 元 素 也 
就 可 以 认为 是 互 不 相同 欧 了 . 作出 它们 的 并 , 证 嚼 这 个 集合 是 可 
数 的 。 可 以 想象 , 定理 中 我 们 所 关心 的 并 是 将 公共 元 素 祝 为 相 异 
药 并 的 子 集 , 因为 可 数 集 的 子 集 总 是 可 数 的 , 这 就 结束 了 证 明 . 
证 明 由 刚才 作出 药 注 解 ， 我 们 假定 4 以 及 每 一 个 B。 都 是 
可 数 无 限 集 且 Bo 互 不 相交 ， 因 为 4 是 可 数 无 限 集 , 所 以 在 2+ 和 
所 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 了 ， 由 此 , 对 于 每 一 个 aE 4, 对 应 了 唯 
一 的 一 个 整数 % 使 得 了 (n) ~a， 我 们 用 指标 代替 指标 。 重新 合 
名 集合 Bo 为 B,, ?= 二 2, .…， 因 为 每 一 个 B, 是 可 数 无 限 集 , 故 
对 于 每 一 个 m% 在 21 与 B, 之 间 存 在 一 一 对 应 天 ， 这 样 一 来 , 对 
于 每 一 个 bE Bu 存在 一 个 唯一 的 整数 元 使 得 f(b) 一 Bb， 我 们 用 
两 个 指标 % 和 来 标记 元 素 8， 将 它 记 为 wx。 在 这 种 形式 下 ,并 
以 如 中 的 每 一 个 元 素 痢 被 赋予 了 叭 一 的 一 对 指标 。 下 面 的 图 家 


使 得 以 土 论述 更 清楚 : 


Biiby br ba «* 
Ba:bn bog bas ~ 
Bs:ba Bea bas 


现在 建立 下 面 的 一 一 对 应 : 
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t+ 
Bis bsg bar Bss bos bar bys Boo bas Bas bys bas bas js Dsr bie 


如 此 等 等 。 在 上 而 的 对 应 中 ， 我 们 将 指标 之 和 是 2 的 元 素 徘 
在 第 一 , 然后 是 指标 和 是 8 的 元 素 ,再 后 面 是 指标 和 是 和 的 元 素 ， 
如 此 等 等 ， 对 每 一 个 这 样 的 和 (也 就 是 2，3, 4 …)， 使 得 元 素 的 
第 一 个 指标 按 整数 的 自然 顺序 排列 . 这 样 一 来, 在 2 与 局 本 之 


间 建 立 起 了 一 个 一 一 对 应 ， 这 证 明了 可 数 个 可 数 集 之 并 也 是 可 数 
集 目 
粗 看 起 来 , 似乎 除 可 数 无 限 集 外 再 也 没有 别 的 无 限 集合 ,也 就 

是 说 每 一 个 无 限 集 必然 是 可 数 无 限 的 ， 然而 事实 并 不 是 这 样 . 对 
此 我 们 给 出 0 与 1 之 间 的 实数 集 是 不 可 数 集 的 一 个 经 典 的 证 明 , 
这 个 证 明 属于 Cantor， 如 果 我 们 假设 区 间 (0, 1) 内 的 实数 是 可 数 
的 , 且 假 定 在 21 与 这 些 数 之 间 已 经 建立 了 一 个 一 一 对 应 . 用 下 面 
前 图 来 表示 这 个 对 应 .。，- 

工人 .ga *** 

2 .a0 0 0% … 

8 <> 0g1080 0 0% …， 


和 < 0 G04 


此 处 每 一 个 ow 表示 一 个 数字 ， 也 就 是 说 0 三 es 夺 9， 实数 的 这 各 
士 进 制 表达 式 有 两 种 形式 可 殿 选 择 . 例如 ,2/10 能 被 写作 -2000… 
或 者 .1999…。 我 们 总 是 选择 以 一 串 0 结尾 的 那 种 形式 ， 这 个 一 
一 对 应 是 这 样 的 : 每 一 个 正 整数 对 应 于 (0, 1) 中 前 菜 一 个 实数 ; 相 
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反 ,(0, 力 中 的 每 一 个 实数 与 菜 一 个 正 政 数 相对 应 , 因此, (0, 卫 中 
的 每 一 个 实数 都 将 出 现在 上 者 的 某 处 ， 也 就 是 说 上 面 给 出 的 十 进 
制 的 数 表 是 完全 前 ， 现在 ， 如 果 能 够 给 出 不 在 这 个 卖 中 的 0 与 1 
之 闻 的 一 个 实数 ,这 就 会 产生 矛盾, 而 这 正 是 我 们 需要 的 ， 按 下 面 
的 方式 定义 5 一 .bbzbar…; 如 果 au 是 5 设 轴 =6; 如 果 wuz5, 则 
设 轴 5， 最 然 5 不 等 于 关中 的 任何 一 个 数 , 因为 它 与 夫 中 排列 在 
第 % 行 的 数 的 第 % 个 数字 不 相同 ， 又 显然 1982/8, 因此 bE 
(0, 力 ， 这 个 矛盾 说 明 在 + 与 (0, 之 间 不 能 存在 这 样 的 一 一 
对 应 ， 又 因为 (0, 切 包 售 集 合 全 m2, 3,…}j， 所 以 它 是 尖 腿 
集 ， 因 此 (0, 切中 实数 的 集合 是 不 可 数 的 . 


练习 


0.23 如 果 4 是 无 限 集 , a€ 4, 证明 4 一 {2} 是 无 限 集 . 
0.24 指出 以 下 关于 正 整数 集合 G* 是 不 可 数 集 的 “证 明 ” 的 尘 
洞 ， 以 通常 的 方式 写 出 每 一 个 正 整 数 ， 但 在 第 一 个 数字 之 
前 向 左 写 出 无 限 个 0. 例如 1 写作 …00017. 假若 3 是 
可 数 的 ， 建 立 一 个 明显 的 一 一 对 应 %<>…0004， 例如 124 
与 …000124 对 应 ， 以 通常 的 顺序 写 出 数 表 
,…0001 
0003 
.0008 
等 等 
现在 以 如 下 方式 作出 一 个 新 数 ， 读 出 这 个 天 中 对 角 线 上 的 
各 个 数字 、 如 果 表 中 第 % 个 数 在 第 mw 个 位 置 的 数字 是 久 
设 新 数 在 第 % 个 位 置 的 数字 是 6; 如 果 表 中 第 m% 个 数 的 第 
4 个 数字 不 是 5, 则 设 新 数 的 第 % 个 数字 是 5， 这 样 构成 的 
数 的 第 % 个 数字 与 表 中 第 n 个 数 的 第 个 数字 不 相同 ， 因 
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而 与 玫 中 所 有 的 数 都 不 相同 、 这 说 明 上 面 建立 揭 一 一 对 应 
不 象 要 求 的 那样 是 一 一 对 应 , 因此 集合 21+ 是 不 可 数 集 . 


$7 关于 实数 的 各 种 假设 


我 们 假定 学 生 在 以 往 的 学 习 过 程 中 已 经 熟悉 了 实数 系统 ， 特 
齐 是 我 们 假定 他 们 已经 妆 悉 了 下 面 丙种 形式 的 数学 归纳 法 原理 
1. 如 果 仿 是 一 个 正 整数 集 , 有 满足 
(a) 1€8, 
人 b) 由 KES8 可 以 得 出 £+1ES, 则 5S=2+, 这 里 Zt+ 是 
全 体 正 整 数 所 成 的 集合 
2. 如 果 仿 是 一 个 正 整 数 集 ,而且 满足 
(a) 1€S, 
(b) 如 果 对 每 一 个 4<m kES 有 nE8, 则 =21+， 这 里 
2+ 是 全 体 正 整数 所 成 的 集合 . 
我 们 也 假定 正 整 数 集 是 良 序 集 ， 也 就 是 说 Z+ 的 每 一 个 非 空 
子 集 包含 最 小 的 数 。 所 调 最 小 是 在 实数 通常 大 小 顺序 意义 下 的 最 
小 ， 
设 全 是 一 个 实数 集 , 如 果 对 于 每 一 个 seE 下 有 s 奈 !, 则 称 :是 
轩 的 一 个 上 界 ， 如 果 对 于 每 一 个 sE 卫 有 ass 则 称 w 是 下 的 一 
个 下 界 ， 如 果 “ 是 下 的 上 界 , 而 且 对 于 多 的 任意 上 界 ,有志 5， 
则 称 4 是 外 的 最 小 上 界 或 上 确 界 , 记 为 sup 下 =e， 与 此 类 似 , 如 
果 0 是 外 的 下 界 , 而 生 对 于 也 的 任意 下 界 d, 有 do 成 立 ， 则 称 
0 是 了 的 最 大 下 界 或 下 确 界 , 记 为 inf 了 一 ce， 我 们 假定 有 上 虐 的 
任意 实数 集合 有 上 确 界 , 有 下 界 的 任意 实数 集合 有 下 确 界 . 
我 们 用 通常 的 直达 形式 表示 实数 区 间 如 次 : 
(qa, 了 b) 一 {z|z 是 实数 ，a<%<< 引 
[ww 纺 = 刀 lz 是 实数 ，c<z< 里 
1. 


(a, 四 = 好 lz 是 实数 ，c<z 友 丰 

[a, 如 = {2|2 是 实数 ，o 反 5 友信 
这 里 4 与 5 是 实数 .我们 也 自由 地 使 用 符号 (@, ce)，(co, 了)， 
[we oo), (oo, 可 这些 符 号 的 含意 是 明显 的 , 例如 

(@, o0) 一 亿 lz> 是 实数 ，5< 分 . 
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第 一 章 ”拓扑 空间 一 一 基本 
定义 与 定理 


$1 邻 域 系 与 拓扑 


当 我 们 回顾 数学 的 发 展 时 ,似乎 看 到 两 个 方向 。 一 个 方向 是 
研究 各 个 数学 系统 算术 结构 的 代数 . 经 典 代数 ， 近世 代数 和 数论 
等 等 便 是 纯 代 数 方面 的 例子 ， 另 一 个 方向 是 研究 数学 系统 几何 特 
性 或 空间 特性 的 几何 学 ， 欧 民 几 何 , 非 欧 几何 , 微分 几何 与 拓扑 学 
便 是 纯 几 何方 面 的 例子 ， 但 是 , 这 样 来 区 分 两 个 方向 是 比较 表面 
的 ， 因 为 ,事实 上 数学 的 全 部 内 容 都 互相 关联 , 而 上 面谈 到 的 两 个 
领域 有 不 可 分 审 的 联系 ， 以 至 人 们 要 在 任何 一 个 领域 内 的 研究 上 
取得 进展 , 来 自 另 一 个 领域 的 概念 都 是 必 不 可 少 的 。 事情 可 能 是 
这 样 的 , 数学 中 最 大 的 综合 发 生 在 分 析 领 域 , 在 这 个 领域 中 , 代数 
与 拓扑 的 概念 同时 影响 着 数学 系统 的 研究 . 

我 们 在 这 里 的 目的 是 研究 点 集 拓扑 学 ， 点 集 拓扑 学 是 若干 更 
高 深 课 题 的 基础 ， 在 这 些 课题 中 我 们 提出 三 个 , 并 且 打 算 建 立 一 
个 将 使 学 生 继 续 研究 这 三 个 中 的 任何 一 个 课题 的 基础 ， 这 三 个 课 
题 是 , 我 们 已 经 谈 到 过 的 分 析 ; 将 扩充 本 书 学 习 过 的 内 容 的 高 等 点 
集 拓扑 学 以 及 利用 某 些 代数 技巧 去 进一步 研究 拓扑 空间 的 代数 拓 . 
扑 学 . 

因为 我 们 是 从 集合 的 空间 特征 去 研究 点 集 拓扑 学 ， 所 以 我 们 
基本 上 是 用 几何 概念 进行 思考 ， 这 样 , 所 研究 的 集合 中 的 元 素 将 
被 称 为 点 ,而 且 用 定义 的 形式 将 公理 引进 这 个 点 集 ， 在 几何 (或 拓 
扑 ) 中 ,我 们 主要 关心 的 概念 之 一 是 所 谓 “ 接 近 ”。， 也 就 是 说 , 必须 
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以 某 种 方式 说 明 一 些 点 草 近 另 一 些 点 ， 我 们 能 够 以 多 种 不 同 的 方 
式 导 出 接近 这 一 概念 但是, 希望 寻求 一 个 相当 一 般 的 形式 , 以 便 
将 它 特殊 化 后 能 够 得 到 许多 已 经 熟知 的 系统 ， 我 们 选择 的 方法 是 
首先 定义 所 考 虞 集合 的 点 的 邻 域 系 的 概念 。 在 某 种 意义 下 , 点 2 
的 邻 域 是 靠近 这 个 点 的 那些 点 所 成 的 集合 ， 从 现在 开始 , 我 们 用 
下 面 的 方式 定义 邻 域 系 ; 

1.1 定 义 设 互 是 一 个 集合 ， 对 每 一 点 wE 瑟 ， 设 岗 一 
人 妇 (2)} 是 与 < 相应 的 之 的 子 集 所 成 的 非 空 集 族 , 且 满 足 

(DD 对 每 一 个 U(w) EW 有 2EU (zm). 

(2) 对 某 一 个 Uw), 如 果 六 汪 U (wz), 则 VE Wi。 

(3) 如 果 UU 与 EW, 则 UNV EW . 

(4) 如 果 UE， 则 丰 在 EW, 且 满 足 如 果 yEV， 则 
UE RH。 则 称 人 WV。 是 w 的 邻 域 系 . 

应 当 注 意 到 ,上 面 定义 的 第 (4) 条 中 的 集合 六 满足 VEU, 看 
出 这 一 点 是 容易 的 . 因为 , 设 yEV, 则 UE%,, 由 1.1 的 (1) 知 yE 
U, 所 以 了 EU. 

现在 ， 对 于 “接近 ”一 个 给 定点 的 那些 点 { 即 是 邻 域 ) 具 有 怎样 
的 性 态 我 们 已 经 有 了 一 些 了 解 . 当然, 我们 的 邻 域 概念 是 非常 一 般 
的 , 它 包括 了 各 类 奇特 情形 ， 特 别 是 , 我 们 在 下 面 的 练习 1.6 中 将 
看 到 整个 集合 下 是 自己 每 一 个 点 的 邻 域 , 并 且 还 是 唯一 的 每 一 个 
点 的 邻 域 。 这 些 病态 的 人 情况 不 必 使 我 们 感到 不 安 ,因为 我 们 将 作 
出 进一步 的 界 说 ,使 已 知 的 性 质 对 点 的 每 一 个 邻 域 都 成 立 , 这 样 一 
来 , 大 部 分 病态 将 会 消失 ， 现在 我 们 将 一 个 集合 的 全 部 邻 域 系 放 
在 一 起 去 构造 一 个 拓扑 空间 . 

1.% 定 义 设 郊 是 一 个 集合 , 对 每 一 点 EW。 是 与 o 相 
应 的 邻 域 系 ， 设 一 {VjzE€ 了}， 则 称 偶 ( 芷 , 久 ) 为 拓 提 空间 ， 
.9 称 为 空间 (一 ,29 ) 的 拓扑 ， 如 前 所 述 , 子 的 元 素 称 为 点 ， 如 果 
20 . 


了 = 人 {8} 与 F'={ 人 Ws} 是 时 的 两 个 拓扑 ， 则 = 当 且 仅 当 
对 每 一 点 zE 瑟 有 ae 一 多. 
事实 上 ,上 面 定义 中 的 最 后 一 句 话 是 不 必要 的 . 因为 拓扑 仅 只 

是 部 的 子 集 族 所 成 的 集合 , 两 个 拓扑 相等 当 且 仅 当 它 们 作为 集合 
相等 ， 也 就 是 必须 旧 只 需 对 每 一 点 2E 互 有 和 ls= 多 os。 把 这 一 点 
说 得 一 清二 楚 是 恰当 的 , 因为 很 可 能 出 现 这 样 的 情况 , 两 个 拓扑 以 
并 的 相同 的 子 集 作为 的 点 的 邻 域 可 能 很 相似 , 但 它们 作为 拓 
扑 不 相等 ， 因 为 空间 的 同一 个 点 对 应 于 两 个 拓扑 的 两 个 邻 域 系 可 
能 不 相同 下面 的 例子 指出 了 这 个 不 同 ， 设 互 -= 世 , y, 中 , 又 设 
如 下 确定 .9 

Ye= {te}, fo, Y, {fe, 2}, fo, y, #}}, 

Y,={{e, y, 2}, 


以 及 ={{r, y, 2)}. 

亲 久 "被 如 下 界定 
Ws—{{2}, {r, Y}, 世相, 地 y, 对) 
= {te, 好 ty, y, 4}, 

以 及 Y= {fe, y, H}. 


考查 多 与 ,它们 是 相似 的 ,因为 它们 恰 以 子 的 相同 的 子 集 作 
为 邻 域 。 但 是 它们 不 是 相同 的 拓扑 , 因为 在 中 {w, 只 是 = 的 
邻 域 而 不 是 9 的 邻 域 ， 而 在 懈 ' 中 {2, Yj 既是 “的 邻 域 又 是 9 的 
邻 域 . 

通常 较 方便 的 是 只 说 也 是 一 个 拓扑 空间 , 而 不 提 及 它 的 拓扑 
乡 也 不 用 记号 (并 ,多 ) ， 因为 我 们 对 于 一 个 特殊 的 拓扑 的 兴趣 
多 半 不 那么 大 , 感 兴趣 的 是 任意 的 拓扑 都 具有 的 性 质 。 因此 我 们 
以 后 将 不 特别 提 到 拓扑 ， 除 非 强调 某 个 特殊 的 拓扑 或 者 区 分 不 同 
的 拓扑 对 上 下 文 是 重要 之 时 。 
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例子 (和 练习 ) 


每 一 个 例子 都 是 习题 , 例子 中 的 断言 应 当 作为 习题 来 证 明 . 


1.1 


设 卫 是 实 直线 ,定义 (a, 8) = {zje<z< 引 , 定义 

和 R= 人 0| 对 某 两 个 &, 5ER, a<b, 有 2E (a, 耻 EU}, 

则 吧 : 是 ?的 邻 域 系 ， 根据 1.2 它 产 生 五 工 的 一 个 拓扑 ,这 
个 拓扑 称 为 吾 的 寻常 拓扑 ， 


注 下 面 练习 1.2 中 的 函数 p 以 及 练习 1.4 中 定义 的 函数 


1 
pf, 9 = fg9lde 


实质 上 是 度量 , 我 们 将 在 第 五 章 详细 地 讨论 它 ， 晶 前 , 学 生 应 当 注 
意 并 能 自由 地 运用 度量 的 下 述 性质 


{a) plz, 2) 一 0 对 空间 内 的 每 一 点 2 成 立 , 
(b) plz, 殷 =p( 2) 对 空间 内 任意 的 ,9y 成 立 . 
(0) pz 妥 友 p(z, z) 二 pl%, 及 对 空间 内 任意 的 v9 x 
成 立 . 

设 五 -Rx ,其 中 民 是 实 直 线 ,也 就 是 说 加 是 实 平面 ， 设 
YER, 其 中 必 ~= (a, 8), y= (0, 4). 定义 

Po 用 一 [(@ 一 9)? 十 人 一 四 科 22 
称 pte, 女 为 乙 Y 之 间 的 上 距离 ， 定 义 

S.C2)— {ylpls, 9) <e}. 

以 (o) 称 为 处 的 开 se- 球 .最 后 ,定义 

多 = 一世 | 对 某 个 e>0 U0 过 5,(w)}， 
则 多 : 是 的 邻 域 系 ， 根 据 1.2， 它 产生 一 个 拓扑 ， 这 个 拓 
扑 称 为 平面 的 寻常 拓扑 . 
设 壮 是 在 某 个 序 "“ 友 "下 的 偏 序 集 ， 也 就 是 说 (a) 若 zs9 与 
9 至 z 成立, 则 “5 奔 : 成立 , (8) 车 zw 三 y 与 9Sz 成 立 , 则 2 一 纺 
(7) 对 所 有 EZ 有 ?三 %， 定 义 5,(2) 一切 lz 到 女 ， 儿 一 
fiC2Sc)}, 则 Ws 是 2 的 邻 域 系 ， 根据 1.2, 卫 上 这 
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1.4 


1.5 


1.6 


1.7 


样 定义 的 拓扑 9 称 为 下 的 右 序 拓扑. 类 似 地 , 从 集合 S.C2) 
一 世上 把 对 车 手 也 能 够 定义 左 序 乓 扑 . 

设 屋 是 定义 在 区 间 [0, 人 上 的 所 有 实 值 可 积 函 数 所 成 的 集 
合 . 对 FE 及, 定义 


B.C lgE lf-glar<e}, 


又 定义 有 = 们 | 对 某 个 e>0 US,( 放 }. 

则 多 是 /的 邻 域 系 ,由 工 .2 可 知 这 样 的 邻 域 系 产生 一 个 拓 
扑 . 

设 节 是 一 个 集合 ,对 每 一 点 EX, 设 == 但 |zEDD}. 则 
久 。 是 “的 邻 域 系 , 这 样 产 生 的 拓扑 称 为 立 的 离散 拓扑 . 

设 中 是 一 个 集合 ,对 每 一 点 5E 宛 , 设 %e 一 { 司 }， 则 so 是 
2 的 邻 域 系 、 这 冬 产 生 的 拓扑 称 为 工 的 平 廊 拓 扑 . 

设 玉 是 一 个 集合 , 9 与 9" 是 开 的 两 个 拓扑 、 则 3 一 9 
当 且 仅 当 对 每 一 点 GE 三 及 每 一 个 UE 2xcE.9F ,存在 芝 E 
多 gsE3G 0 使 得 UEGU; 并 且 对 每 一 个 六 EUNsE9T， 存在 
VEWeEY, 使 得 VE 


§2 拓扑 空间 中 的 开 集 
下 面 的 定义 和 两 个 定理 介绍 拓扑 空间 的 开 集 族 ， 空 间 的 这 些 


特别 的 子 集 在 空间 的 拓扑 中 起 着 重要 的 作用 . 


1.8 定 义 设 瑟 是 一 个 拓扑 空间 , 集合 O 三 互 ， 如 果 对 每 一 


点 2E0 都 有 0E 4 则 称 0 是 一 个 开 集 , 空间 互 的 开 集 族 用 
表示 . 


1.4 定理 ” 设 瑟 是 一 个 拓扑 空间 ， 则 如 是 zE 励 的 邻 域 (也 


就 是 UE 多 4) 当 上 且 仅 当 存在 OEC( 也 就 是 说 0 是 耶 的 开 集 ), 使 
得 zEOSE. 


证 明 (1) 设 忆 是 = 的 邻 域 ,又 设 


0= 切 | 存在 三 E ,WED}. 
我 们 首先 注意 到 ， 因 为 UE WY 以 及 UCU， 所 以 a€0， 现 在 设 
yE0, 则 由 0 的 定义 知 ,存在 仇 E 2 使 得 开 己 U， 又 由 1.1(4)， 
存在 FE W,, 使 得 若 zEV 便 有 人 WE WU, 且 前 面 已 经 指出 VT. 
这 样 一 来 对 每 一 个 xE 术 我 们 有 z+EEEU 且 玉 EE 4 因此 sED， 
从 面 ED， 但 我 们 已 有 大 E WV， 且 六 C0， 因 此 由 1.1( 四 有 OE 
,根据 1.3, 0 是 开 集 , 

(2) 设 zE 开 0OEO 且 zcEOCU。 由 1.8 有 OESc， 根 据 
1.1(2) 得 UE 目 

1.5 定 理 设 研 是 一 个 拓扑 空间 、 则 

(1) 任意 个 开 集 之 并 是 开 的 ， : 

(2) 任意 两 个 (从 而 任意 有 限 个 ) 开 集 之 交 是 开 的 。 

(8) 互 是 开 的 . 

(4) 由 是 开 的 . _ 

证 明 《1) 设 4 是 一 个 指标 集 , 而 且 对 于 每 一 个 xcE 4,0。 是 
开 集 .又 设 O- 局 0 对 zxEO0 存 在 某 一 个 w 使 得 ZEOo。 因 
为 0, 是 开 的 , 故 DeE WY。 又 因为 0.CO, 根据 1.1(2) 知 OE yn， 
再 由 1.3 便 可 以 得 出 0 是 开 的 . 

(2) 设 04 与 0, 是 开 的 , 0-0.N 0 及 wE0， 由 于 zE01 及 
4EO， 又 因为 Qi 与 0; 是 开 集 ， 所 以 OLE lo 与 O05€ Wi 同时 成 
立 ， 根据 1.1(3)，O= On On ,所 以 根据 1.3 可 知 0 是 开 集 ， 

(8) 设 zxE 开 ， 则 Getkg， 所 以 存在 IE Ws， 因 为 UCXX， 
由 1.1(2) 有 下 EW， 根据 1.8 知 下 是 开 的 ， 

(4) 如 果 名 不 是 开 集 ， 则 应 当 存在 zE， 使 得 $ 皇 WW%。 然 
而 , 这 样 的 2 是 不 存在 的 ($ 是 空 集 )， 这 是 一 个 明显 的 错误 ， 所 
以 $ 是 开 集 . 莘 

在 一 个 集合 上 引入 拓扑 的 时 候 ,我们 是 从 邻 域 概念 着 手 的 . 这 
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仅 是 达到 同一 个 目的 的 许多 途径 之 一 ， 同样 , 我 们 也 可 以 从 开 集 
概念 着 手 以 稍微 不 同 的 方式 引出 拓扑 ， 下 一 个 定理 就 说 明了 这 一 
点 。 

1.6 定 理 设 开 是 一 个 集合 ， 又 设 存在 开 的 子 集 所 成 的 集 
族 0, 使 得 

《1) 中 任意 个 集合 之 并 在 O 中. 

(2) 0 中 任意 两 个 (从 而 任意 有 限 个 ) 集 合 之 交 也 在 O 中。 

(8) XEo. 

(0) EC 

则 有 一 种 且 只 有 一 种 方式 导出 也 上 的 拓扑 5 使 得 中 的 
集合 是 拓扑 7 的 开 集 , 这 时 我 们 称 集 族 媳 产生 入. 

证 明 对 每 一 个 zxE 三 ,定义 

4o= 人 | 对 于 某 个 OEO, sEOEU). 
我 们 证 明 WW, 是 > 的 邻 域 系 . 

(1) 根据 (8)，X EUW, 故 leq%， 又 对 于 每 一 个 UE4 都 
有 xzEOCD, 所 以 EC. 

(3) 设 UEY 且 UCY, 则 存在 OEC， 使 得 zcEOCUEI 
所 以 VERN,. 

(8) 如 果 D，PE4e， 则 存在 0，DEC 使 得 zcEOIED 
xzEOCP 由 (2), 0tnoece, 又 wsEO.NOCUNV, 因此 UN 
VEN,, 

(4) 设 UE YW, 则 存在 0EO, 使 得 5EOEU， 我 们 注意 到 
0E%W, 设 V=0, 则 对 yEV, 有 YEV=OCU, 所 以 UE 

由 此 ,Ws 满足 定义 1.1 的 条 件 , 所 以 @。 是 = 的 邻 域 系 。 

我 们 现在 证 明 是 由 拓扑 7 一 {Ws|zE 下 产生 的 开 集 所 成 
的 集合 . 设 0EC，zEO， 则 由 Ys 的 定义 有 OE Ys， 因 此 对 每 一 
个 2E0 都 有 0E YW, 所 以 0 在 拓扑 多 中 是 开 的 ， 反 之 , 设 世 是 
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拓扑 .7 中 的 开 集 ， 则 对 每 一 个 2ED 都 有 UE 人 Ws， 由 Wo 的 定义 
存在 0:EO, 使 得 5EOJEI 成 立 ， 显然 了 一 LO 由 (的 假设 
有 UES, 

最 后 我 们 必须 证 明 拓 扑 7 被 唯一 地 决定 。， 因 为 根据 1.4, U 
是 «的 邻 域 当 且 仅 当 存在 开 集 0， 使 得 2E0CU， 显 然 , 除了 上 
面 选择 的 方式 之 外 没有 别 的 方式 能 够 定义 Go 站 

应 当 注意 ，C 以 一 种 十 分 明确 的 方式 产生 了 拓扑 2; 也 就 是 
说 对 给 出 的 集 族 C 以 及 每 一 点 2€ 下 ,定义 

= 人世 |0E 工 对 某 个 DEC 有 zEOS 呆 . 

这 样 ， 满足 1.6 的 四 个 条 件 的 任意 集 族 妨 唯一 地 决定 了 一 个 拓扑 
多 ， 如 果 愿意 ， 我 们 也 可 以 简单 地 将 集 族 定义 为 空间 的 拓扑 ， 
而 通常 正 是 这 梯 作 的 。 应 当 向 学 生 指出 , 在 阅读 其 它 拓扑 学 著作 
的 时 伐 , 不 要 被 一 个 空间 的 拓扑 的 另 一 个 等 价 的 定义 迷惑 .我 们 之 
所 以 选择 由 邻 域 系 定义 拓扑 ,为 的 是 尽 可 能 多 地 保留 几何 的 特色 . 


例子 (和 练习 ) 


1,8 ”在 实 直线 上 设 2 是 由 任意 个 形 如 (ww, 8) (这 里 < 四 的 开 
区 间 的 并 的 爹 体形 成 的 集 族 ， 则 产生 实 直线 上 的 寻常 拓 
扑 ， 

1.9 在 实 平面 上 设 2 是 任意 个 开 球 的 并 的 全 体形 成 的 集 族 , 则 
好 产生 平面 的 寻常 拓扑 . 

1.10 互 是 偏 序 集 , 设 C 是 任意 个 Br (ec) (mE 了 及, 参看 练习 1.3) 
的 并 的 全 体形 成 的 集 族 ,出 作 产 生 于 的 右 序 拓扑 . 

1.11 在 定义 在 区 间 [0, 世上 的 所 有 可 积 实 值 函数 所 成 的 集合 上 
设 O 是 任意 个 吕 ( 户 (es>0, 了 是 [0 雪上 可 积 的 实 前 数 ) 的 
并 的 全 体形 成 的 集 族 , 则 8 产生 练习 工 .4 中 的 拓扑 . 

1.13 在 非 空 集合 六 上 设 占 是 也 的 所 有 于 集 所 成 的 集 族 ， Wh 2 
产生 羡 的 离散 拓扑 。 
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1.18 在 非 空 集合 卫 上 设 人 是 集 族 {X, 分 ， 则 人 史 产 生 碟 的 平 
康 拓 扑 . 


§3 极限 点 和 导 集 


因为 对 分 析 的 研究 在 某 种 程度 上 依赖 于 被 研究 的 函数 的 定义 
域 空间 与 值 域 空 间 的 空间 结构 , 也 就 是 说 依赖 于 某 种 拓扑 的 考虑 . 
因此 , 拓 提 与 分 析 的 某 些 概念 有 关 , 特别 是 与 极限 过 程 有 关 就 并 不 
奇怪 了 ， 当 我 们 研究 实 函 数 的 极限 或 序列 极限 的 时 候 , 函数 (或 序 
列 ) 的 极限 在 某 种 意义 下 任意 接近 函数 (或 序列 ) 的 值 ， 下 面 我 们 
玫 极 限 点 的 概念 将 这 一 观点 推广 

1.7 定 义 设 革 是 一 个 拓扑 空间 ,4 刁 卫 如 果 对 每 一 个 
EU, UN 4 包含 异 于 2 的 点 9, 称 点 ZE 及 为 4 的 一 个 极限 点 . 


例子 (和 练习 ) 


1.14 在 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 上 ，a 与 5 都 是 开 区 间 (g, 3) 的 
极限 点 . 

1.15 在 具有 寻常 拓扑 的 实 平面 上 ， 形 如 (0， 纺 的 点 是 集合 刀 一 
{(z, 妨 17> 导 的 极限 点 . 

1.16 在 偏 序 集 三 的 右 序 拓扑 中 ， 如 果 2E 及 不 是 孔 的 最 小 元 
(也 就 是 说 59% 不 可 能 对 所 有 的 yEX 成 立 ), 则 任意 一 个 
y<s 都 是 集合 8 Co) 的 极限 点 . 

1.17 在 [0, 二 上 的 所 有 可 积 画 数 所 成 的 集合 上 , 有 如 同 练习 1.4 
所 定义 的 拓扑 ， 设 


了 -[ 7 ranxdj- 


设 *z#t 时 9(o)=0 及 9(D=1， 则 9 是 王 的 极 眼 点 、 事 
实 上 ， 如 果 一 个 函数 仅 对 有 限 个 <& [0, 1] 有 异 于 0 的 值 ， 
则 这 个 函数 是 了 的 一 个 极限 点 。 
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I.18 帮 果 是 具有 离散 拓扑 的 非 空 集合 , 设 4 己 子 , gE 也, 则 
2 不 是 4 的 极限 点 . 

I.19 大 是 至 少 包含 两 个 元 素 的 集合 并 且 具 有 平庸 拓扑 ， 设 委 
与 及 ,ZE 了， 则 % 是 和 4 的 极限 点 ， 除 非 4 一 由 或 者 4 一 
{ 时 这 个 结论 才 不 成 立 ， 


1.8 定 义 设 他 是 一 个 拓扑 空间 且 4EX. 称 4 的 所 有 极 
限 点 所 成 的 集合 为 44 的 导 集 , 记 为 4 


例子 (和 练习 ) 

1.20 在 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 上 , 设 4= (oa, 8), 则 4= [a, 刀 。 
设 B-{z10<w 委 1 或 x 一 2}, 则 B'= [0, 1]. 

1.21 在 具有 寻常 拓扑 的 实 平面 上 设 了 = {(z， 切 |2> 中 , 则 
DD-{(z,， 办 |2 兰 上 ， 设 ~{(2, 中 1s, 8 是 整数 j]， 册 
EB-¢$. 

1.23 设 耻 是 其 有 右 序 拓扑 的 偏 序 集 ，4 一 {人}, 则 4 一 {yly< 
人 对. 

1.23 在 任意 拓扑 空间 中 都 有 $9 一 $. 

1.24 在 任意 拓扑 空间 中 ,如 果 4EB, 则 4B’ 


$4 集合 的 闭 包 

在 上 一 节 内 我 们 从 拓扑 空间 也 的 任意 一 个 集合 4 羡 平 , 由 
它 导 出 了 一 个 新 的 集合 4， 也 就 是 4 的 所 有 极限 点 所 成 的 集合 . 
这 样 一 来 将 4 与 4 的 点 放 在 一 起 构造 一 个 新 的 集合 也 就 是 自然 
的 了 ， 这 正 是 我 们 下 面 要 作 的 . 

1.9 定 义 设 革 是 拓扑 空间 ， 4 生 义 , 称 集 合 4U4' 是 及 
的 闭 包 , 记 为 4， 
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例子 (和 练习 ) 
I.25 在 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 上 设 4 (a, 引 ， 则 有 = [a, 可 ， 
设 8={s10<w 和 1 式 2}, 则 
B-{z|0<es1l 或 z=2}. 
1.26 在 具有 寻常 拓扑 的 实 平 面 土 设 DP 一 {(z, 引 |z>>0}, 则 = 
《Ke 办 1z 宇 人 90, 设 加 ={(%, 四 | 与 y 是 丽 数 }, 则 再 = 如 
1.27 设 野 是 具有 右 序 拓 扑 的 全 序 集 且 4= So)， 则 万 = 三 . 
1.28 设 邓 是 具有 离散 拓扑 的 非 空 集合 且 4 所 瑟 , 则 本 一 4. 
1.29 设 羡 是 具有 平庸 拓 朱 的 非 空 集合 且 4 己 及 , 则 除 4= 允 外 
都 有 = 六 
1.30 在 任何 拓扑 宏 间 中 痢 有 = 多. 
1.831 在 任何 拓扑 空间 下 中 都 有 总 一 王 . 
1.82 在 任意 拓扑 空间 瑟 中 , 设 4 与 X, 则 AEA. 
1.38 在 任意 折 扑 空间 瑟 中 ,GE 下 当 且 仅 当 对 每 一 个 CE 人 部 
有 也 nd 起. 


一 个 拓扑 空间 互 中 的 集合 4 的 闭 包 具 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 
其 中 有 下 述 意 义 下 的 最 大 性 ， 向 添加 瑟 的 极限 点 不 会 得 出 更 
大 的 集合 ， 这 可 由 下 条 定理 说 明 . 
1.10 定理 设 六 是 一 个 拓 提 空间 , 4 三 叉 , 则 有 = 工 ， 
证 明 由 1.9 有 = 了 UA， 现 在 证 明生， 设 swENA'， 
车 < 和 万 =A4UA4', 则 sg 全 4 且 z2 毕 水. 这样 ,就 存在 Eye 使 得 
7n4-$ 到 开 集 0 使 得 <EOED 则 OE 4 又 因为 On4C 
7n4- 矶 所 以 On4- 由 因为 2EA', 故 ON 有 包含 某 一 个 点 
YX#z， 由 此 YE 可 ,又 因为 On4=- 内 从 而 9E 涉 ,因为 9 是 开 集 ， 
由 1.8 有 0E 4 所 以 存在 zx#y 且 zEON4， 这 与 ON 4 名 矛 
盾 ， 所 以 z 科 本。 这 就 证 明了 耕三 十 。 最 后 , 由 于 A 二 ,所 以 
,29 ， 


2A=AUZA -A 

集合 的 并 与 交 同 它们 的 闭 包 之 间 有 许多 关系 。 同时 , 与 此 相 
似 的 某 些 特殊 性 质 不 仅 与 交 、 并 、 闭 包 的 性 质 有 关 , 而 且 还 依赖 于 
所 考虑 的 集合 是 否 是 开 集 ， 这 种 类 型 的 较为 重要 和 有 用 的 几 个 结 
果 给 在 下 面 的 两 个 定理 中 . 

1.11 定理 设 互 是 拓扑 空间 ,4 和 ,了 3 互 ， 则 

(DD 如 果 4 刁 娟 则 A 也, 

(2) ANBEANE. 

(8) AUB-AUB. 

证 明 (1) 由 练习 1.24, 如 果 4 三 B, 则 4 三 BP， 从 而 甩 == 
AU A'EBUB'-B. 

(2) 设 2EANB,， 文 设 UEW， 则 UN(ANB)*$， 因 此 
UN4 与 UNB 都 不 是 空 集 , 帮 有 wzEA 与 &B, 因 此 mEANB. 
这 说 明 ANBCANB. 

(8) 因为 4 王 4UB, BA4U B, 由 这 个 定理 的 第 一 部 分 我 们 
有 2cCAUB 与 BEG4UB, 因此 AUBGAUB， 现 在 设 xE 
AU 瑟 并 且 设 2 夺 4, mB, 则 存在 U, FE 使 得 Un4= 内 
FnBE- 办 因为 UNVE 绵 上 生 

UNVN(AUB)= UNrNA) YU VNVNB) 
EUNADUTNB) -SS, 
这 与 EAUB 矛 盾 ， 因此 ,或 和 E4, 或 EB, 即 zEAUEB. 所 
以 24UBCAUB 因此 最 后 有 AUB-AUB. 年 

1. 现 定理 设 症 是 一 个 拓扑 空间 , 4C 革 是 开 集 ,又 设 BE 
开 . 则 ANEBCANB. 

证 明 设 

“EANB-AN(BUB)—(4NB)U(ANB), 
如 果 zE4NB, 则 
380. 


zcE(4nB)U(Cd4nB)' ~ AME. 
如 果 2E4N BR, 因为 4ESn 则 对 UE WU 有 ANUE Ws( 根 据 
1,1(8))。 又 因 w2EB', 故 (4NU0) 几 B 包含 点 ys， 这 样 一 来 对 
每 一 个 UE 有, UN (ANB)= (4N0) 0 电 都 包含 点 y* 所 以 
wsE(ANB)'CANBE, 
在 任何 一 种 情况 下 都 有 nEANB, 因此 ANBCANB. 重 


练 习 
1.84 在 实 直线 上 作出 一 个 例子 使 得 4 是 开 集 且 ANB, ANnB， 


1B 互 不 相同 , 再 作出 一 个 钢 子 使 4 不 是 开 集 并 且 4 了 
生 ANB. 


85 闭 和 集 
是 不 是 存在 包含 自己 所 有 极限 点 的 集合 ? 这 桩 的 集合 是 否 有 
一 些 有 趣 的 .有 特色 的 性 质 ? 此 时 提出 这 些 问题 看 来 是 合理 的 . 当 
然 , 我 们 已 经 知道 有 包含 自己 所 有 极限 点 的 集合 , 由 1.10 可 知 下 
就 是 这 样 的 集合 . 我 们 现在 荐 手 研究 这 类 集合 的 某 些 性 质 ， 为 了 
给 这 样 的 集合 确定 一 个 名 称 , 首先 介绍 下 面 的 定义 . 
1.18 定义 ” 设 下 是 一 个 拓扑 空间 ，4 丘 下 , 如果 4 一 声 ， 则 
称 4 是 所 的 . 
这 个 定义 看 来 无 可 非议 , 但 它 却 是 某 种 困难 的 根源 . 对 于 定义 
中 所 描绘 的 那 一 类 集合 , 选用 “ 闭 "一 词 给 予 命名 可 能 会 导致 误解 ， 
因为 人 们 在 直觉 上 把 “ 开 ” 与 “ 闭 ” 两 个 概念 视 为 非 此 即 彼 的 对 立 概 
念 ,好 象 门 不 是 开 着 便 是 关 着 一 样 、 对 于 拓扑 空间 内 的 集合 , 情况 
却 并 非 如 此 作 个 比喻 , 我 们 将 开 集 和 闭 集 想象 为 类 似 于 拥有 汽 
车 的 权利 。 这 个 权利 对 于 每 一 个 人 都 是 开放 的 ,但 仍然 有 某 些 大 
专 院 校 禁止 学 生 拥 有 汽车 , 这 个 权利 对 这 些 学 生来 说 是 “ 闭 的 ”( 即 
81. 


没有 拥有 汽车 的 权利 ). 所 以 这 个 权利 则 时 既是 开放 ) 的 又 是 ( 圭 ) 
闭 的 ， 集合 的 情况 也 是 这 样 , 即 是 说 开 与 闭 并 不 互相 排斥 、 一 个 
集合 可 能 同时 又 是 开 集 又 是 闭 集 , 也 可 能 是 开 而 不 闭 , 也 可 能 是 闭 
而 不 开 , 也 可 能 既 不 开 又 不 团 ， 在 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 上 , 这 些 
情况 全 都 出 现 .全 空间 召 是 群 开 又 闭 的 ( 空 集 也 是 这 样 ) 对 4 过 如 
区 间 {&, 丰 开 而 不 内 ,区 间 fe, 的 陪 而 不 开 ， 区 间 [w, 四 既 不 开 又 
不 周 , 当然 , 读者 应 当 自 己 证 实 以 上 各 点 . 

在 继续 研究 闭 祭 的 性 质 之 前 我 们 还 想 多 说 几 句 ， 循 着 前 面 一 
段 的 考虑 ,我 们 知道 恕 果 打 算 证 明 一 个 集合 是 阔 的 , 则 证 明 它 不 是 
开 集 对 我 们 没有 任何 用 处 , .因为 我 们 已 经 由 例子 看 到 一 个 集合 能 
够 同时 具有 这 两 个 性 质 ， 自 然 ,如 果 打 算 证 明 一 个 集合 是 开 的 , 则 
证 明 它 不 是 六 和 集 对 我 们 同样 也 没有 任何 用 处 . 

注意 到 下 述 事实 也 是 有 用 的 . 在 任何 一 个 空间 中 , 办 和 了 (全 
空间 ) 必 然 是 既 开 又 闭 的 ， 在 这 方面 我 们 来 推测 一 下 : 假如 在 一 个 
空间 内 儿 和 太 是 唯 盖 的 同时 既 开 又 阅 的 两 个 集合 , 这 个 空间 应 该 
具有 什么 性 质 ， 这 的 确 是 一 个 有 趣 的 问题 , 但 是 可 能 提 得 时 了 一 
点 (参看 4.3)， 

由 并 .20 可 以 看 出 一 个 集合 的 闵 包 是 闭 的 , 这 自然 是 一 个 令 人 
十 分 满意 的 结论 。 但 更 好 的 一 个 事实 是 ， 虽 然 开 与 闭 不 是 非 此 即 
彼 的 油 个 对 立 概念, 但 开 集 与 闭 集 有 下 面 定理 所 述 的 相互 关系 . 

1.14 定理 在 一 个 拓扑 空间 中 ， 集 合 4 是 闭 集 当 且 仅 当 碌 
的 余 集 录 是 开 集 . 

证 明 设 44 是 闭 集 , 又 设 wE€4Ar， 因 为 2 生 4 一 有 也, 故 如 练习 
1.88 所 示 , 存 在 邻 域 UE Ys, 使 得 UN 4==9, 从 而 U4 根据 
1.1(2) 有 EE 惧 ,， 根据 1.8, 水 是 开 的 ， 

反之 , 设 水 是 开 的 且 sE4A。， 假 车 4s&€4, 则 由 1.3 有 如 人 E 
,出 练习 ,88 有 人 水 站 4% 四 这 显然 是 一 个 锌 盾 . 因此 4 

.2 . 


从 而 SS -4 又 因为 对 任意 集合 都 有 4 三 ,从 而 4=~ 区 所 以 4 
是 闭 集 . 目 

由 DoMorgan 公 式 及 直接 应 用 这 个 定理 可 以 得 出 下 面 的 推论 ， 

1 项 推论 “在 任意 拓扑 空间 中 

《任意 个 闭 集 之 交 是 闭 的 ， 

(2) 任意 两 个 (从 而 任意 有 限 个 ) 闲 集 之 并 是 闭 的 . 

证 明 (1) 设 4 是 指标 集 , 且 对 每 一 个 xE 4, 设 Co 是 闭 的 . 
又 设 C= 中 Oo 则 


0 (M0 Hos 
根据 1.14, 每 一 个 05 是 开 的 ,由 1.5 得 出 |J05 也 是 开 的 ， 这 榜 


一 来 CF" 是 开 的 ,再 根据 1.14, O 是 闭 的 . 

《2) 的 证 明 留 作 一 个 简单 的 练习 ， 目 

后 面 的 练习 需要 如 下 两 个 定义 ， 在 每 一 个 定义 中 假定 了 某 个 
包含 有 关 和 集合 的 拓扑 空间 的 存在 . 

1.16 定 义 (DD 使 4E WH 的 所 有 点 2 所 成 的 集合 称 为 4 的 
内 部 , 记 为 4( 或 4 

(2) 集合 互 站 不" 称 为 盘 的 边界 , 记 为 Er(4). 

1.17 定义 如 果 艺 己 B， 则 称 集 合 4 在 集合 召 内 稠密 。 如 
果 4 在 整个 空间 支 内 秽 密 , 则 称 4 处 处 筒 密 , 在 不 会 产生 误解 的 
情况 下 人 简称 稠密 . 


练 习 
1.35 证 明 人 是 开 集 ， 事实 上 它 是 包含 在 4 内 的 最 大 开 集 ,也 就 
是 说 ,如 果 B 是 开 集 而 且 BS4, 则 B44 
1.86 证 明 有 是 包含 和 4 的 最 小 闭 集 ,也 就 是 说 ,部 果 是 闭 集 而 
且 卫 习 4， 则 了 3 己 王 。 上 面 两 个 练习 说 明 人 们 本 来 可 以 将 
.33 . 


1.87 


1.38 


1.39 


4 的 内 部 定义 为 包含 在 4 内 的 所 有 开 集 之 并 , 将 4 的 闭 包 
定义 为 包含 4 的 所 有 闭 集 之 交 . 

在 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 上 作出 集合 4， 使 它 仅 经 过 求 余 
集 与 求 闭 包 两 种 运算 便 能 得 出 十 四 个 互 不 相同 的 集合 ， 更 
一 般 地 ， 证 明 在 任意 拓扑 空间 中 由 一 个 给 定 的 集合 仅 经 过 
求 余 集 与 求 闭 包 两 种 运算 最 多 能 得 到 十 四 个 互 不 相同 的 集 


合 


证 明 
(a) Fr(A) 一 Fr(4d9， 
(hb) Fr(AD ERA ECEEC4)， 
(0) Fr(AUB)EPFr(A) UFr(B), 
给 出 例子 说 明 在 (b) 与 (0) 中 包含 关系 能 够 是 集合 真 包含 关 
系 . 
如 果 4 与 召 是 开 集 ,证 明 
[4nd3mtB)]ULBnFrGCd)]CIFrC4nB 

EL4nz(B]ULBnBr(4)]UIEr(C4) NFr(B)]. 
如 果 4 是 闭 集 ,证 明 了 en ErC4)SErC4n B). 
证 明 , 

Fr(4)={els¢4 有 vA 

一 {ws 县 不 在 4 的 内 部 , 也 不 在 小 的 内 部 }. 
证 明 1.15(2)， 
如 果 互 具有 宛 散 拓扑 ， 求 证 foj € We， 如 果子 具有 离散 
拓扑 而 且 4 刁 辽 , 问 集 合 4， Fr(4) 是 什么 形式 ? 
设 总 是 一 个 集合 , 又 设 
TF-{UlzEX)} 与 I {WsEX} 

是 耻 的 两 个 拓扑 设 人 与 信人 务 别 是 由 与 "决定 的 


、 两 个 开 集 族 , 


(人 a) 证 明 几 = 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 2E 肝 以 及 每 一 个 


，34 ， 


1.45 


UE Ns 都 存在 OEC', 使 得 zE0O'EU 而 且 对 于 每 一 
个 UE 都 存在 OEO, 使 得 EOCU', 

(bh) 证明 光一.9 当 且 仅 当 O=O. 

设 忆 是 一 个 集合 ， 且 对 每 一 个 4 祭 卫 有 另 一 个 集合 4 

与 之 相对 应 并 且 满 足 

I ”对 任意 4, BE 有 AUB=AUB. 

让 如 果 4= 台 或 者 4 是 由 单独 一 个 点 组 或 的 集合 ， 旭 
A=4. 

III 对 任意 集合 4 民有 人 = 工 . 

试 证 明 下 列 各 点 ， 

(1) 由 4 了 3 可 以 得 出 4 再 

(2) ANBE 下 总 

(8) A-BEA-E. 

(4) 岂 和 三 门 4 其 中 是 某 个 指标 集 , 


Ye0 TeC 


《6) 如果 4 是 有 限 集 , 别 X=4. 

《7) 对 于 每 一 个 4G 节 有 4E A 

(8) 互 = 互 . 

《9) 如 果 4= 有 4， 定 义 4 是 闭 集 ， 则 三 是 以 如 下 2 为 开 
集 族 的 拓扑 空间 

2=-1OI0=4， 其 中 4 是 闭 的 ,也 就 是 4 一 好 . 

在 这 样 定义 的 拓扑 空间 中 ( 参 君 1.6)， 集 合 4E 互 的 
闭 包 正好 是 A. 


1.46 用 适当 的 例子 说 明 导 集 少 不必 是 闵 的 [提示 : 设 


下 = 世纪 中 OF- 地 蕊 内 他, 开 4 人 雪 .] 


$6 子 空间 
1.18 定义 设 于 是 一 个 拓扑 空间 ,了 于. 对 每 一 个 yEY, 
.35 . 


用 Yr= 工 几 9o 定义 了 中 的 邻 域 系 5, 也 就 是 说 六 EY 当 且 仅 
当 对 某 个 UE ,及 一 了 NU, 此 处 多 , 是 子路 的 邻 域 系 ， 拓 
扑 F 一 {XYy1yE 了 } 称 为 时 的 拓扑 .在 了 上 的 诱导 拓扑 ,或 更 
通常 地 , 称 为 卫 在 发 内 的 相对 拓扑 , (了 ,9 ) 称 为 且 的 于 空间 . 

在 这 个 定义 中 ， 注 意 到 空间 的 子 集 了 不 一 定 是 一 个 子 空 
闻 这 一 点 是 重要 的 . 只 有 当 了 的 拓扑 与 诱导 (或 相对 ) 拓扑 一 致 的 
时 候 了 才 被 称 为 子 空间 ， 但 是 上 面 的 定义 是 不 完全 的 , 因为 在 那 
里 只 是 断言 (而 没有 证 明 ) % 是 邻 域 系 ， 读 者 应 当 习 惯 于 此 时 自 
己 去 证 明 yy 满足 并 , 工 的 条 件 ， 


例子 (和 练习 ) 


1.4 和 7 设 吾 是 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 , 百 是 具有 寻常 拓扑 的 实 平 
面 ; 则 导 是 吾 的 子 空间 , 也 就 是 说 ,再 上 的 寻常 拓扑 诱导 出 
R={(w, 四 | 级 E 加 , y 一 呈 上 的 寻常 拓扑. 

1.48 设 卫 和 Y 了 是非 空 集合 , 了 己 耻 , 则 县 上 的 离散 拓扑 诱导 
出 了 上 的 离散 拓扑; x 上 的 平庸 拓扑 诱导 出 了 上 的 平庸 
拓扑 . 

1.39 设 N={(s， Wl, y 是 实数 ，y 兰 人 3, 也 就 是 说 ,六 是 闭 的 
上 半 实 平面 ， 又 设 

"~ {zw, 用 | 为 乡 是 实数 , 9> 人 里. 
如 果 gy>0 对 (2, 人 EN 定 义 Yeo= 和 enn 下 其 中 
Va,y 是 实 平面 的 寻常 拓扑 在 点 (z, 轧 的 邻 域 系 ， 如果 
y=0, 定义 

Yeen= {TIVOUNN’) YU {Cs, WN, 
这 里 UE on. 令 ” 
. 了 -Too WED, 
则 (W,，: 旭 是 -一 个 拓扑 空间 . 但 太 不 是 上 共有 寻常 拓扑 的 实 
平 疝 的 子 空间 ， 具 有 寻常 拓扑 的 实 直 线 也 不 是 六 的 子 空 
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闻 . 具有 离散 拓扑 的 实 直线 是 丈 的 子 空间 , 在 这 里 我 们 认 
为 实 直 线 是 集合 R={(z, y) |y 一 0}. 

如 果 县 是 一 个 拓扑 空间 , 了 是 互 的 子 空间 , OEZ, 则 O 作 
为 了 中 (也 就 是 说 相对 拓扑 中 ) 的 开 集 与 0 作为 卫 的 开 集 之 间 有 
着 很 大 的 区 别 ， 例如 ， 如 果 对 是 具有 各 常 拓扑 的 实 直线 ， 了 一 
[0, 妇 是 闭 单位 区 间 , 则 集合 (1/2, 妇 是 了 的 一 个 开 子 集 ,因为 它 
是 自己 每 一 点 的 邻 域 .但 (1/2, 国 不 是 有 中 的 开 集 , 因为 它 不 是 
点 1 的 邻 域 ， 因 此 , 当 我 们 在 文章 中 谈 到 空间 与 子 空间 的 开 集 时 
必须 遵 愤 , 应 当 指出 一 个 给 定 的 集合 是 整个 空间 了 的 开 集 或 是 子 
空间 了 的 开 集 ， 当然 , 对 闭 集 以 及 其 它 拓扑 特性 比如 闭 包 , 极限 
点 等 等 也 应 有 类 似 的 遵 慎 . 

如 果 我 们 有 识别 子 空间 开 集 的 某 个 准则 将 令 人 满意 ， 下 面 的 
定理 恰好 给 出 这 样 一 个 准则 。 

1.19 定理 设 卫 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 于 的 子 空间 ,OEY， 
则 0 是 子 中 的 开 集 当 且 仅 当 存在 子 的 开 集 0', 使 得 0=0'nY， 

证 明 设 ={WslwE 及 } 是 于 的 拓扑 ,又 设 ， 

F'sET} = {WNT lsEYY 
是 了 的 相对 拓扑 . 车 0O=O'NY, 这 里 0 是 下 的 开 集 , 取 2E0， 
则 wE0', 由 1.8 有 0O'E 缴 .由 此 ,有 
O=~0'NYE YNY, 

因此 0 在 了 中 是 开 的 . 

反之 ,假设 0 是 了 中 的 开 集 ， 则 对 每 一 点 aE0 都 有 0E 
WY 了. 也 就 是 说 对 每 一 点 zaE0 都 有 UsE 多 。 使 得 O= Don. 
又 由 1.4， 对 每 一 点 wE0 以 及 每 一 个 吕 ， 剖 存在 五 中 的 开 集 
0,, 使 得 2E0: 三 Us， 定义 

、 O'= (J0,, 


wn 
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根据 1.5, 0 是 卫 的 开 集 . 我 们 现在 证 明 O=OnF. 设 yEO 
EF, 则 yE€0,, 因此 yEO, 所 以 YEO'NY。， 另 一 方面 , 设 yE 
ON 了 , 则 对 某 一 点 zE€0Q 有 wyE0。, 由 于 OEUs, 所 以 yEVsNY 
=0, 因此 yE0。 这 样 就 证 明了 OONY. 时 


练习 

证 明 在 1.18 中 定义 的 YY 是 yEY 了 的 邻 域 系 ， 

设 于 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 互 的 开 子 集 又 是 下 的 子 窜 

间 . 证 明 0O 是 了 中 的 开 集 当 且 仅 当 0 是 及 的 开 集 . 

1.52 如 果 于 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 五 的 子 空间 而 且 满 足 条 件 ， 
0 是 了 了 中 的 开 集 当 且 仅 当 0O 是 节 中 的 开 集 ， 证 明了 是 
王 的 开 子 集 ， 

1.58 设 忌 是 一 个 拓扑 空间 ,下 是 三 的 子 空间 , 证明 CE 了 是 了 
中 的 闭 集 当 县 仅 当 存在 卫 的 闲 子 集 0', 使 得 C=Cn. 


pp 
立 如 


§7 序列 的 极限 .Hausdor 任 空间 
1.20 定 义 设 注 是 一 个 拓扑 空间 ，%EX, {zw12=1, 2 
是 蕊 中 点 的 序列 ， 如 果 对 每 一 个 UE e 存在 整数 叉 , 使 得 当 
2% 莽 叉 时 有 weEU， 则 称 序列 {2} 收 笋 于 x 称 是 序列 {ww} 的 极 
限 . 


例子 (和 练习 ) 


1.54 设 闪 是 具有 寻常 拓 扑 的 实 直 线 , {zn} 是 了 中 以 为 极限 的 
序列 . 证 明 在 通常 分 析 的 意义 下 有 tim%。=%, 也 就 是 说 对 
任意 s>0, 存在 整数 力 , 当 n 之 本 时 有 |s, 一 z| 之 6， 

1.55 设 是 是 具有 离散 拓扑 的 非 空 乐 合 ，{ww} 是 子 中 的 序列 ,2 
是 序列 fo 由 的 极限 , 则 存在 整数 入 ， 当 %w 宕 人 时 2 一 42。 

1.56 设 加 是 实 平面 ,对 6>0, 定义 

38. 


1.57 


的 新 
来 


Ss, P={C%, 0) 1 (us, v) EE, Jo—ul <e} 
和 ep= 人 记 | 对 某 个 s>0, 5 二 See, 失 }. 
证 明了 一 {owl(%, 轨 E 而 是 至 的 一 个 拓扑 ， 设 {(zs 
约 )} 是 以 8 为 拓扑 的 召 中 的 序列 ，(co, go) 是 序列 {(o 
姑 )} 的 极限 ， 则 对 任意 一 个 z，(wo, z) 也 是 序列 (ws, on)} 
的 极限 ， 因 此 , 序列 的 极限 不 必 是 唯一 的 . 
序列 极限 概念 的 另 一 个 更 一 般 的 引入 ， 设 {dula= 2， 
“ 少 是 某 个 拓扑 空间 节 中 的 集合 的 一 个 序列 .定义 
lim sup 4, 一 {9y| 对 每 一 个 UE 多 v， 
对 无 限 多 个 指标 % 有 N44. 大 科 ，、 
lim sup 4 称 为 序列 {441n=1, 2,…} 的 上 极限 . 
又 定义 
lim inf4o= 世 | 对 每 一 个 芝 E WV,, 除 有 限 个 指标 % 外 
所 有 Dn4x# 秆 ， 
lim inf 4, 称 为 序列 {4.1%=1, 2, …} 的 下 极限 . 
如 果 lm inf 4, ~— lim sup 4,， 我 们 定义 这 个 公共 集合 为 
lim 4。， 试 证 明 下 列 各 点 : 
(a) lim inf A,E lim sup 4 
名) 如 果 对 每 一 个 % 有 如 = {zn} 且 在 上 面 定义 的 意义 下 
有 Him du= 你}， 则 在 定义 1.20 的 意义 下 lim 和 一 %， 
(0) 设 = few 5s)}《m 一 1，2,…) 是 练习 1.56 中 的 序 
列 , 则 在 上 看 定义 的 意义 下 im 4 {(zo 人 |*E 出 . 


由 于 此 时 可 能 还 不 明显 的 原因 ， 我 们 引入 一 类 具有 更 强 结构 
空间 ， 引 入 这 些 空间 的 动机 将 在 定义 和 几 个 例子 之 后 显现 出 


389. 


于 则 定义 设 ( 开 , 图 ) 是 一 个 拓扑 空间 , 知 对 互 中 的 任意 两 
点 % yw 关 Y, 存 在 UE oa FE Go 使 得 UNV~g, 则 称 .是 
七 的 耳 ausdor 作 (或 于 s) 拓 扑 , 了 称 为 了 ausdor 人 在 (或 Ts) 空间 ， 


例子 (和 练习 ) 
1.58 (uw) 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 是 Hausdorf 空间 . 
(b) 具有 寻常 拓扑 的 实 平面 是 Hansdorff 空间 . 
4.59 具有 练习 1.56 定义 的 拓扑 的 实 平面 不 是 Hausdorff 空间 . 
1.60 设 
于 一 {ff 是 定义 在 [0, 世上 的 实 值 有 界 函 数 }， 
定义 
尽 ( 亡 
= 了 2l9E 天 ,对 全 体 2E [0 如 有 | (2) 一 g(w) | 过 se}， 
又 定义 
= 世 | 对 某 个 ea>0 有 了 Se( 亡 }. 
则 拓 盾 多-{ 名 | FEX} 是 七 的 Hausdor 征 拓扑， 如果 
{是 叶 中 (于 具有 拓扑 7) 收 合 于 极限 了 的 序列 , 则 在 
EO, 刁 上 fw) 在 通常 分 析 的 意义 下 一 致 收 敏 于 f(z)， 也 
就 是 说 ,对 任意 一 个 s>0， 存在 整数 困 , 当 % 宇 术 时 
Fe) 一 f(z) |<e 对 所 有 的 wz& [0, 二 成 立 ， 


我 们 已 经 看 到 ， 在 一 个 任意 的 拓扑 空间 中 序列 的 极限 不 必 是 
唯一 的 。 我 们 是 如 此 习惯 于 序列 有 了 唯一 的 极限 , 如 果 有 某 种 性 质 
能 保证 这 个 唯一 性 , 这 将 是 令 人 愉快 的 ， 这 正好 是 引入 Hausdor 企 
空间 的 原因 。 正如 下 一 个 定理 记 指 出 , 这 样 的 空间 具有 序列 的 极 
限 是 唯一 的 这 样 一 个 良好 的 性 质 . 

1. 台 定理 设 必 是 了 ausdorff 空间 , fo 是 互 中 的 序列 % 
是 序列 全 小 的 一 个 极限 ， 则 w 是 {zo} 的 叭 一 极限 ， 也 就 是 说 如 果 
.40. 


序列 fzsy 有 极限 , 则 它 有 唯一 的 极限 . 

证 明 设 {zr} 收 化 于 两 个 极限 2, y, 且 zz#y， 根 据 1. 红 可 
设 UE Ws, VE WU 且 UNV-$， 因 为 {ow} 收 合 于 ow 故 存在 整 
数 Wu 使 得 % 宇 Wi 时 有 zr EU， 又 因为 {4} 收 敏 子 久 放 存 在 整 
数 Na， 使 得 mw 兰 Ne 时 有 wETr。， 选取 4 充分 地 大 使 得 % 宇 Wi， 
ww 之 条， 则 同时 有 suED 与 EV， 因此 zrED NV， 这 是 一 
个 明显 的 矛盾 .因此 一 yy. 省 

这 样 的 情况 完全 有 可 能 产生 ; 序列 fo 收敛 于 点 四 而 = 不 是 
集合 {esjn 一 1 2,…} 的 极限 点 ， 例 如 在 实 直线 上 , 如 果 对 全 体 
都 有 z=1, 则 显然 {zw} 政 伍 于 二 但 1 不 是 集合 foulm= 2,…} 
的 极限 点 ， 也 可 能 序列 {zw} 有 极限 点 , 但 fa} 不 收敛 于 这 个 极限 
点 ,或 根本 不 收 仑 于 任何 点 ， 例 如 在 实 直线 上 , 如 果 6~ (一 了 )" 十 
去 则 工 是 {fo} 的 极限 点 ,但 {zw} 不 收敛 于 任何 点 。 这 两 个 例子 
使 事情 看 来 有 些 难 办 , 但 于 一 个 定理 解决 了 这 一 问题 . 

1.%8 定理 ”如果 三 是 Hausdorf 空间 ，{} 是 和 中 的 序列 
且 收 伍 于 某 个 点 5G 开 , 9 是 集合 fo = 也 2,…} 的 极限 点 ， 则 
多 一 9 ， 

证 明 假若 wx*y， 则 存在 UE ,VE WW 使 得 UN 一 
因为 fo 中 收敛 于 w 因而 存在 整数 W， 当 n 宇 时 有 各 EU， 根据 
1.21， 对 每 一 个 16 和 SW)， 具 要 y 姑 mm 就 存在 WE WY VE 
和 使 得 厂 ; Ji 一 四 现在 当 办 #gy 时 定义 网 =Jzo 当 m=y 时 
定义 友 一 太 ， 又 定义 

-rn(Ar), 


则 由 .1C8) 有 gEV'E Wy。 现在 我 们 指 由 ,如果 zEV' 且 x#y， 
则 对 任何 “都 有 z 夫 ww。 因为, 如 果 绽 妨 , 则 mEU, 而 Zn 
UNF 一 箔 如果 $ 生 六 , 则 或 者 zy 志 z 或 者 EW 而 玉 : 则 V' 包 

dl. 


WNV6= 这样 一 来 我 们 构造 出 g 的 邻 赴 玉 ,使 得 集合 {ze1% 一 
2,，"…} 中 不 等 于 y 的 点 都 不 在 V" 中， 这 显然 与 是 集合 {zn]% 
二 1, 2 :的 极限 点 邯 盾 ,所 以 =y. 目 


$8 拓扑 的 比较 

工 禹 定义 设 下 是 一 个 集合 ，F1 与 5 是 卫 上 的 两 个 拓 
扑 。 又 设 %ss 是 点 z 在 拓扑 7 中 的 邻 域 系 ， 这 里 $=l 2， 如 
条 对 每 一 个 点 zE 叉 痢 有 Vs. :三 Ni,s, 则 称 .F1 比 5 细 , 所 为 
.Fa EF 

这 个 定义 的 实质 是 ,一 个 拓扑 比 另 一 个 细 , 则 比较 细 的 拓扑 的 
每 一 个 点 的 邻 域 至 少 与 另 一 个 拓扑 相应 点 的 邻 域 一 样 多 ， 一 个 空 
间 所 有 拓扑 中 最 细 的 拓扑 显然 是 离散 拓扑 ; 反之 ,一 个 空间 所 有 拓 
扑 中 最 粗 的 (也 就 是 最 不 细 ) 的 拓扑 是 平 崩 拓扑. 空间 的 拓扑 越 细 ， 
空间 的 信 域 就 越 多 , 因此 人 们 可 以 希望 其 它 的 结构 特性 也 更 丰富 ， 
事实 上 , 这 个 情况 能 由 如 下 定理 给 出 . 

1. 中 定理 设 下 是 一 个 集合 , .91 与 .93 是 习 的 两 个 拓扑 . 
又 设 信 与 已 分别 是 由 .95 与 ,93 产生 的 开 集 族 ， 则 .95S. 敌 当 
且 仅 当 6 局 , 

证 明 设 0E0s. 如 果 O= 由 由 1.5 可 得 OEC， 如 果 Oz 
出 设 wE0, 则 根据 1.8 可 以 得 出 OE ao 此 处 WoC6~1, 2) 与 
1.24 中 的 含意 和 同 ， 由 于 .5 和 .I1， 很 据 1.24 我 们 有 Vs 刁 
入 4, 因此 OE Wi :. 由 于 2 是 0 的 任意 点 , 根据 1.8 有 0EO 
因此 人 EC、 反 过 来 的 证 明 留 作 练习 目 

1.36 推论 设 世 是 一 个 集合 ，.9i 与 .93 是 开 上 前 两 个 扫 
扑 , 且 F351， 又 设 后 与 多 分别 是 由 :Fi 与 .75 产 生 的 闭 集 
族 , 则 aoE 名. 

证 明 设 COE%s, 根据 1,14 有 下 -OEOs， 于 是 根据 1.25 

.4d2. 


有 下 一 CEC， 再 由 1.14 知 O= 王 ~-《 瑟 -CC) EGG 因此 
GEE, BB 


练习 
1.61 设 环 是 -一 个 集合 ,Fi 与 3 是 和 世上 的 两 个 拓扑 , 则 31 扎 
3 当量 仅 当 对 每 一 点 %E 三 与 每 一 个 UE Gu sa€F1， 存 
在 UE Wa, 。E.93a, 使 得 UU. 
1.62 设 肝 是 一 个 集合 ,Fi 与 F3 是 了 上 的 两 个 拓扑 , 则 儿 1 一 
了 当 且 仅 当 1 三 Fs 与 Fs 握 TF1 同时 成 立 . 
1.63 证 明 1.25 中 未 证 明 的 部 分 . 


4$9 基 , 可 数 性 公理 ,可 分 性 

我 们 已 经 看 到 至 少 有 两 种 方式 定义 一 个 集合 三 上 的 拓扑 ， 
能 够 对 每 一 个 点 定义 一 个 邻 域 系 ， 然 后 将 全 部 邻 域 系 所 成 的 集 族 
作为 拓扑 . 也 能 够 先 定义 一 个 开 集 族 , 然后 以 如 下 方式 定义 点 的 邻 
域 ， 如 果 一 个 集合 包含 某 个 开 集 ,而 这 个 点 也 属于 此 开 集 , 则 这 个 
集合 是 该 点 的 一 个 邻 域 ， 还 有 另外 的 方式 也 能 给 出 拓扑 的 定义 ， 
这 就 是 用 基 定 义 拓扑 . 

.27 定义 ”空间 之 上 的 拓扑 多 的 基 多 是 满足 以 下 条 件 的 
生前 开 集 族 ， 对 每 一 点 2EX 以 及 每 一 个 UE 人 UY,， 存 在 VE 编 
使 得 zEVPU， 纱 的 元 素 称 为 基 元 . 

注意 ,如 果 绿 是 子 的 基 , 了 己 耳 , 则 

BNY={B' IB -BNY, BEY} 
是 了 上 相对 拓扑 的 基 ， 乡 由 了 称 为 由 的 基 乡 诱 导 的 了 的 基 . 
[参看 练习 1.64(b) 与 练习 1.72] 


例子 (和 练习 ) 
1.64 (a) 设 吾 是 实 直线 ， 史 一 {(o 8) |a<b, a, 5ER}， 也 就 是 
43. 


1.65 


1.66 


说 吉 是 所 有 并 区 间 所 成 的 集 族 , 则 轨 是 召 上 的 寻常 
拓扑 的 基 . 
《b) 上 面 (a) 中 的 基 诱 导 的 [0， 圈 上 相对 拓扑 的 基 是 什么 ? 
设 召 是 实 平面 ，S(z， 人 内 是 关于 点 (o， 的 E 吾 的 开 s- 球 . 
设 B= {Sz, YW le>0, 人 ) ED, 
则 哆 是 召 上 寻常 拓扑 的 基 . 
设 也 是 在 “ 筷 ” 下 的 偏 序 集 ,又 设 
S.(2) — {yly=e}, 
再 设 罗 = {Sr(2) 1zE 了 }, 凤 多 是 下 的 右 序 拓扑 的 基 . 
设 下 是 [0, 刁 上 的 所 有 实 信 可 积 肖 数 所 成 的 集合 ,县 设 


SD ={slge zx, Fl-siar<e), 


又 设 儿 ={S,( 了 )E 叉 ,>>0}, 则 罗 是 练习 1.4 中 搞 述 
的 蕊 的 拓扑 的 基 . 

设 区 是 一 个 非 空 集 , 多 ={ 人 jzEX} 则 妇 是 驻 的 高 
散 拓 扑 的 基 . 

设 革 是 一 个 非 空 集 ， 绍 ~ { 玉 }, 则 绍 是 全 的 平 唐 拓扑 的 
基 , 


学 生 应 当 证 明 前 面 例子 中 叙述 的 集 族 罗 的 确 是 所 描述 拓扑 


的 基 


1.28 定 理 设 瑟 是 一 个 集合 , 是 五 的 拓扑 则 绝 是 了 
当 且 仅 当 
2 {Bel 是 任意 指标 集 , 对 每 个 a 有 BoE 9 


是 天 上 由 .产生 的 开 集 族 人 


工 .5 
OE( 


证 明 设 光 是 折 扑 分 的 基 。 因 为 每 一 个 B, 都 是 开 的 ， 由 
了 显然 .的 每 一 个 元 素 是 开 的 , 所 以 YE 三 2， 另 一 方面 , 设 
ZEO， 则 和 册 T.8 知 OE%a 根据 28 存在 BE 中 使 得 


,和 ， 


ZE BEO、 显 然 
0= LB, 


Bad 
所 以 OE.Y， 因此 GE 从 面 Q@ = 
反之 , 设 史 具 有 所 诸 求 的 性 质 ， 对 2G 瑟 ,IE Ws, 由 1,4 知 
存在 OEO, 使 得 <EOET.. 现在 
0- 册 Bu 


这 里 BuE 均 、 因 为 >EO， 所 以 对 某 个 有 2EB 因此 sw& Be 
0cU, 根据 1.27 妇 是 一 个 基 . 目 


练 习 
1.70 设 芭 ={0, 1, 2}, 4={0, 直 , B= 位 , 中 ,又 设 .={ 王 ， 
4, B, 科 , 则 .x 不 是 卫 上 任何 拓扑 的 基 .， [提示 : 注意 到 
x 中 任意 个 集合 的 并 也 在 .sg 中 ， 因 此 如 果 .x 是 拓扑 
的 基 ， 则 .x 一 ,此 处 台 是 由 了 多 产生 的 瑟 的 开 集 所 成 的 
集 旋 .证 明 .x 不 能 是 这 样 的 开 集 族 .] 


1.27 中 定义 的 观点 是 这 样 的 , 给 出 了 一 个 拓扑 , 就 得 到 一 个 开 
集 族 2, 这 个 开 集 族 的 某 些 子 集 是 基 ， 现 在 我 们 可 以 友 过 来 考虑 ， 
给 出 了 集合 互 的 某 个 子 集 族 ， 试 问 这 个 子 集 族 能 作为 某 个 拓扑 
的 基 吗 9 前 面 的 练习 告诉 我 们 显然 不 是 给 定 集合 的 任 一 个 子 集 族 
都 能 作 拓扑 的 基 ， 我 们 自然 要 问 ,“ 有 没有 把 基 和 给 定 集合 的 其 余 
子 集 族 区 别 开 来 的 狂 质 ”， 如 果 有 这 样 的 性 质 ， 这 当然 是 很 好 的 ， 
因为 它 将 使 我 们 能 把 基 与 其 余 的 子 集 族 区 别 开 . 事实 上 , 这 样 的 狂 
质 可 由 下 面 的 定理 给 出 . 

1. 外 定理 集合 六 的 一 个 子 集 族 绍 是 某 个 拓扑 .7 之 基 当 
且 仅 当下 面 西点 成 立 


5- 


(D X=- B. 
(2) 对 每 一 点 zE 互 与 II, FE 久 ( 这 里 EU 2zEV), 存在 
下 E 邹 使 得 EWEUNTV. 

证 明 设 鹤 是 下 上 某 拓扑 多 之 基 ， 对 wE 王 存在 IE 
多 E.G 使 得 gEU, 由 1.27 存 在 BE 纵使 得 tsE B=U. 显然 
ZE BE (J, BEX, 

因此 下 ~ Be, 条件 (1) 成 立 . 

设 U, VEB, zwEU, zsEV, 定义 U'=UNV, 则 由 1.27, 天 
为 口 与 广 都 是 开 的 , 所 以 UV' 也 是 开 的 , 故 UE Ws， 根据 1.27， 
存在 WE 绍 使 得 zEWEU'~UNV， 条 件 (2) 成 立 ， 

反之 , 设 乡 满 足 条 件 (1) 和 (2)， 定 义 

O={ Boel4 是 任意 指标 集 ， BE€ 绍 }. 
现在 我 们 希望 用 1.6 去 证 明 8 产生 了 一 个 拓扑 .7 因此 我 们 只 需 
证 明 忆 满足 1.6 的 假定 、 因 为 2 的 元 素 之 并 仍然 是 乡 中 集合 的 
并 , 因此 仍然 是 2 的 元 素 , 由 此 1.6 的 假定 (1 满足 ， 条件 (1) 保 
证 了 屋 EC， 因 此 1.-6 的 假定 (8) 满足 ， 设 指标 集 和 = 史 则 
岂 甩 -由 因此 BEC, 由 此 1.6 的 假定 (4 满足 ， 最后, 设 U, 六 
EO, 如 果 UNV-$, 则 因由 EO 故 InPEC 如 果 厅 站 六 *# 由 
对 每 一 点 ZEUnP, 取 吾 :E 家 BsE 统 , 使 得 

EBEU, wEBEV. 
根据 条 件 (2)， 存 在 厂 。E 家 使 得 

ZEWsE BN BCUNV. 
最 后 设 玉 一 ,Ws, 则 显然 玉 ~U NV 又 由 于 每 一 个 玉 ,E 儿 ， 
所 以 刺 EZ， 由 此 1.6 的 假定 (2) 满 足 ， 帮 加 的 确 诱导 出 也 上 的 
一 个 拓扑 .是 
罗 


一 类 重要 的 空间 是 以 可 数 个 元 素 为 基 的 空间 ， 如 下 作出 

1.30 定义 ”如果 空间 和 有 这 样 的 基 多 .: 雪 是 可 数 族 ， 也 就 
是 说 多 = {B16=1, 2,…}, 则 称 这 样 的 空间 满足 第 二 可 数 性 公理 
或 简称 为 具有 可 数 基 . 

我 们 有 时 也 将 具有 可 数 基 ， 也 就 是 说 满足 第 二 可 数 性 公理 的 
空间 称 为 第 二 可 数 空间 . 


例子 (和 练习) 
1.71 (a) 设 吾 是 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 , 又 设 
开 -{o, 5) [a, 5 是 有 理 数 , < 四 ， 
则 当 是 如 的 可 数 基 . 
(b) 设 召 是 具有 寻常 拓扑 的 实 平面 , 又 设 
级 = tc 扫 |z, 9% 2 都 是 有 理 数 ，s>0}， 
则 绍 是 召 的 可 数 基 , 
1.72 证 明 具有 可 数 基 的 空间 的 任意 子 空间 也 有 可 数 基 ，[ 提 示 : 
如 果 了 三 脏 ， 绍 是 入 的 基 ， 首 先 证 明 多 NY 了 Y={BNY|B 
E 采 } 是 工 的 基 ,] 


如 下 定义 的 可 分 空间 与 第 二 可 数 空 间 有 密切 关系 . 

1.81 定义 ”如 空间 互 具有 可 数 稠密 子 集 ( 参 看 工 .17)， 也 就 
是 说 , 如 存在 4 己 子 , 4 是 可 数 的 且 所 一 王 ， 则 称 开 是 可 分 的 . 

第 二 可 数 空 间 与 可 分 空间 的 关系 由 下 面 定理 给 出 . 

1.32 定理 设立 是 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 ， 则 互 是 可 分 
的 . 

证 明 设 乡 {B12,…} 是 子 的 可 数 基 ,定义 4= 
{zitm€E BB, j=-1 2,…}, 也 就 是 说 4 几 B.~ { 寺 .我 们 现在 证 明 
所 = 节 . 设 ZEX， 如 果 对 菜 个 各 4 一 则 wE4 刁 有 ,因此 我 们 
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假设 


对 每 一 个 名 zm， 设 UE Uo, 则 存在 BE 家 使 得 <E BC 


DU. 由 于 mEBEDU 且 mx*w, 故 4% 的 每 一 个 邻 域 口 都 包含 有 和 中 


异 于 


4 的 点 ,因此 wE€ 豆 ， 由 此 瑟 握 芯 ， 又 因为 4 三 对 ，A 己 及 = 


子 , 我 们 有 所 = 及 , 所以 4 即 是 所 需 的 可 数 黎 密 子 集 、 目 


由 下 面 例子 可 以 看 出 这 个 定理 的 逆 命 是 不成立。 
例子 (和 练习 ) 


1.73 设 五 是 实数 集 (或 者 任意 的 不 可 数 集 ), 用 以 下 方式 定义 开 


1.74 


集 族人 O 

0O-{010~$ 或 0-R- 卫 此 处 了 是 有 限 集 }. 
则 由 1.6, C 产 生 忆 上 的 一 个 拓扑 . 设 吕 是 好 上 任意 一 个 
无 限 集 , 则 3 及， 特别 地 ， 如 果 8 是 一 个 可 数 集 ， 我 们 大 
到 卫 具 有 这 个 拓扑 时 是 可 分 的 . 

设 甩 有 可 数 东乡 , 2 及 起 的 定义 ,集合 且 -o} 
好 的 和 

~{B|BEYD, 2EB} 以 及 0O.~{0|0ED, nEO 
二 
En BE 内 0- 合 ， 

因此 和} ~ ,人 已， 因为 每 一 个 BE: 和 是 开 的 ， 故 也 一 下 


是 有 限 集 , 这 样 
BR-{}=R- ,0 B= Be, 

后 面 这 个 集合 是 可 数 个 有 限 集 的 并 (因为 绍 的 子 族 丝 : 是 
可 数 的 ), 因此 二 {2} 是 可 数 的 ， 这 个 明显 的 矛盾 说 明 吾 
在 由 名 定义 的 拓扑 中 不 是 第 二 可 数 的 . 
设 了 是 平面 上 的 单位 正方 形 , 也 就 是 说 

J={(%, WD |Sos1, 0Sys1}. 
设 久 由 如 下 定义 ， 如 果 

(oD EF = {0, WO<e<l, 0<y<d} 
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定义 : 
伯 iow 一 如 | 对 某 个 8>0, TS NJ 
这 里 5g, 外) 是 (2, 乃 的 开 8- 球 }， 
如 果 
人 切 EIrGD={ 人 e 殷 lz-0 或 w=1 或 
y=0 或 y=} 
定义 
人 Winn 一 但 | 对 某 个 8>0, DB 四则 U {Ce D}}, 
则 (7,， 光 ) 是 可 分 的 ,但 是 没有 可 数 基 . 
学 生 可 能 会 感到 奇怪 为 什么 有 第 二 可 数 性 公理 而 没有 第 一 可 - 
数 性 公理 ， 事 实 上 ,第 一 可 数 狂 公理 是 存在 的 ， 即 是 说 , 一 个 空间 
五 满足 第 一 可 数 性 公理 或 者 称 它 是 第 一 可 数 的 , 或 者 称 它 在 每 一 
点 有 可 数 基 ， 如 果 对 每 一 点 2E 存在 可 数 族 吧 所 加， 使 得 对 每 
一 个 UE 4 存在 了 BE 雪 -， 满足 wsEBEI. 第 一 可 数 性 在 空间 结 
构 上 与 第 二 可 数 性 相 比 较 弱 ， 因 为 任何 第 二 可 数 空间 显然 都 是 第 
一 可 数 空间 , 然而 下 面 的 例子 告诉 我 们 反之 不 真 ， 


例子 (和 练习 ) 
1.75 瑟 是 县 有 离散 拓扑 的 不 可 数 集 , 对 5E 瑟 , 设 于 一 【| 瑟 = 
节 }. 则 三 是 第 一 可 数 空 间 但 显然 不 是 第 二 可 数 空 
间 . 
1.76 第 一 可 数 狂 与 可 分 性 之 间 有 什么 关系 ， 也 就 是 说 由 它们 中 
的 任何 一 个 性 质 可 以 得 出 另 一 个 性 质 嘱 ， 还 是 存在 可 分 而 
不 是 第 一 可 数 的 空间 , 或 是 存在 第 一 可 数 而 非 可 分 的 空间 ? 


$10 次 基 . 积 空间 
我 们 已 经 看 到 我 们 能 够 从 邻 域 系 开始 (1.2), 或 者 从 开 集 族 开 


始 忆 .6), 或 者 从 基 元 所 成 的 集 族 开始 (1.29) 构 造 空间 的 拓扑 、 这 
,49. 


些 构造 拓扑 的 每 一 种 方式 都 以 邻 域 系 这 个 原始 概念 为 出 发 点 依次 
地 推进 一 步 ， 我 们 能 够 没有 危险 地 再 进一步 而 仍 能 对 一 个 集合 构 
造 拓扑 。 这 最 后 的 着 慎 的 一 步 如 下 ; 

工 铝 定义 设 三 是 一 个 空间 , 如 果 集 族 


{B18=s, SEY, b=1, 2, | 


是 拓扑 7 的 其, 则 称 集 族 . 为 并 上 前 拓扑 的 次 基 ， 这 就 是 
说 , 7 中 有 限 个 元 素 之 交 所 构成 的 集 族 是 F 的 基 . 
如 1.6, 1.29 和 下 一 个 定理 的 假设 中 所 示 ， 随 着 每 一 步 中 集 
族 CC1.6)，G4.39) 和 (1.38) 的 引进 ,我 们 选择 的 自由 也 训 更 
大 

1.34 定理 设 闷 是 一 个 集合 , 又 设 纪 是 石 的 一 个 子 集 族 ， 
使 得 

CD Fr 

(9) 和 -出 8 
则 乡 是 民 上 某 拓 扑 的 次 共 ， 

证 明 设 

2- 但 1B- 自 oo Se ta. 


则 显然 乡 导 ,因此 

于) B2 5-X, 
从 而 王 - 忆 刁 现在 设 xEX,U,VE 妇 和 且 wEU, wEV. 因 
为 品 与 是 中 有 限 个 元 素 的 交 ， 因 此 它们 的 交 厂 ~UNV 也 
是 .9 中 有 限 个 元 素 的 交 , 因此 历 E 史 ， 又 显然 

EWEUNY., 

由 此 , 1.29 的 条 件 满足 , 因此 .7 产生 多 而 级 又 产生 站 的 革 指 
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扑 尺 . 目 
根据 方才 的 定理 和 定义 , 由 次 基 可 以 生成 一 个 拓扑 , 而 次 基 还 
刻 划 了 由 它 唯一 生成 的 拓扑 。 关 于 这 点 请 见 下 例 . 


例子 (和 练习 ) 
1.77 设 少 是 集合 了 的 于 集 族 ， 且 沪 *9,\)8= 且 根据 
- 1.34, 设 是 由 儿 产 生 的 拓扑 。 又 设 如 是 具有 拓扑 
的 五 的 开 集 族 . 则 .7 是 在 条 件 CO 下 最 粗 的 拓扑 . 
也 就 是 说 如 果 "是 任意 另 一 个 开 集 族人 的 拓扑, 且 7 刁 
0, 则 ZE. 
当 谈 到 空间 的 某 个 开 集 时 , 每 次 都 必须 写作 “0EO, O 是 空间 
节 的 开 集 族 ” 是 一 件 麻烦 事 ， 如 果 约 定 总 是 表示 空间 的 开 集 族 
则 可 免 去 这 个 麻烦 。 当然 , 类 似 的 作法 也 可 以 应 用 到 所 讨论 空间 
的 其 它 子 集 族 ， 让 我 们 如 下 约定 ， 
总 是 表示 “EX 的 邻 域 系 ， 
总 是 表示 开 的 拓扑 ， 
总 是 家 示 互 的 开 集 族 ， 
总 是 央 示 及 的 闭 集 族 ， 
总 是 表示 互 的 拓扑 的 某 个 基 ， 
总 是 表示 三 的 拓扑 的 某 个 次 基 ， 
为 了 避免 混乱 ， 我 们 将 注意 不 用 这 些 符号 去 表示 与 这 里 的 含 
音 不 相同 的 任何 其 它 事 饭 . 
次 基 的 主要 用 处 之 一 是 向 空间 的 笛 卡 儿 积 引 入 拓扑 、 但 是 用 
这 个 对 我 们 现在 有 用 的 工具 去 描述 无 限 多 个 拓扑 空间 的 笛 卡 几 积 
的 寻常 拓扑 却 有 困难 .事实 上 , 在 我 们 有 函数 概念 之 前 , 正 是 这 个 
向 卡 儿 积 定义 起 来 很 麻烦 。 这 样 , 我 们 暂时 将 伴 卡 儿 积 限制 在 内 
有 有 限 个 因子 . 在 有 机 会 研究 函数 与 连续 函数 之 前 , 我 们 不 叙述 向 
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无 限 多 个 拓扑 空间 的 笛 卡 儿 积 定义 和 导入 拓扑 的 标准 方法 . 
1. 引 定义 设 习 (一 二 2 …，, 约 是 拓扑 室 间 ， 对 每 一 个 多 
0 是 相应 的 开 集 族 , 设 
. 工 - 炙 ZX 
是 它们 的 笛 卡 儿 积 , 又 设 
9- {S18=XY, 了 了 时 所 有 了 = JIEC 


j= 2,… 中， 

则 乡 是 尽 的 一 个 抵 扑 的 次 基 ， 这 样 定义 的 拓扑 称 为 积 拓扑 . 

学 生 应 当 ( 用 1.34) 自 已 验证 1.35 中 的 集 族 .9 的 确 是 某 个 拓 
扑 的 次 基 ， 久 一 兴 下 :的 瞩 形 如 2 一 (wy，we，.…，2r)， 这 里 mE 
XX 各 称 为 “的 坐标 我 们 可 以 简单 地 认为 1.35 中 的 次 基 的 
元 素 是 自 帮 的 某 些 点 构成 ,而 这 些 点 有 如 下 特征 ， 除 去 一 个 学 标 
之 外 所 有 的 举 标 都 能 任意 选取 (也 就 是 说 可 以 是 相应 空间 筷 ( 中 
的 任意 点 ), 而 那 一 个 坐标 局 根 在 入 ;的 某 个 开 和 集中. 


例子 (和 练习 ) 


1.78 设 加 =RxR, 呈 是 实 直线 ,因而 吾 蚌 实 平面 设 OCB 是 
具有 寻常 拓扑 的 实 直线 上 的 开 集 , 则 O= 小 1x 请 证 明 ), 这 


里 Is 是 某 个 开 区 间 且 我 们 可 以 假设 I 是 不 相交 的 。 积 拓 
赴 中 吾 的 次 基 是 形 如 刁 xO( 或 Ox 召 ) 的 元 素 所 成 的 集合 ， 
这 些 元 素 是 区 间 O 上 无 限 长 的 “ 答 形 ”.。 加 的 积 拓扑 的 基 
元 是 如 中 某 些 矩形 所 成 的 乐 族 ， 而 召 的 开 集 是 基 中 任意 
个 矩形 的 并 .这 里 所 说 的 矩形 是 形 如 下 面 的 集合 : 
{(e, Wla<s<b, ao<g<ba oa 2，aa BAER 
或 等 于 士 co}, 
2， 


1.79 


1.80 


1.81 


对 学 生 说 来 , 证 明 恕 的 积 拓扑 与 它 的 寻常 拓扑 相同 这 一 点 

是 重要 的 、 基 本 的 一 点 是 必须 证 明 对 每 一 点 (w, 9) E 如 及 

每 个 e>0， 存 在 矩形 RE ,使 得 (w, 9) € RES6(%, 切 以 

及 对 每 一 个 拭 形 RE 加，(w, y) ER， 存 在 8>0, 使 得 

Sz, 引 己 (参看 练习 1.7). 

设 1， 季 s 是 拓扑 空间 ，.F5, .95 分别 是 它们 的 拓扑 ， 信 |， 

后 是 相应 的 开 集 族 ， 设 用 是 根据 1.35 由 次 基 9 产生 的 

积 拓扑 的 基 , 

(a) 证 明 多 = {U4xUs|UEO,, Us€ 6%}. 

《b) 证 明和 如果 互 ! 与 了 ,是 Hausdorff 空间 , 则 互 ; x 及 ,也 
是 Hausdorff 空间 . 

设 互 是 拓扑 室 间 , 了 王 丰 是 一 个 子 空间 - 

《a) 证 明 如 果子 是 第 二 可 数 空间 ， 则 了 也 是 第 二 可 数 空 
闻 . 

《b) 用 反例 说 明 叉 是 可 分 空间 但 了 不 必 是 可 分 的 . 


第 一 章 的 附加 练习 

设 儿 1 .Fi 是 于 的 两 个 拓扑 , 纺 , 姑 分 别 是 1 与 Fs 的 
基 ,， 则 .93 一 9。 当 县 仅 当 对 每 一 个 再 E 及 每 一 个 %E 
吾 存在 BaE 多, 使 得 zEBEB 以 及 对 每 一 个 BE 编 
及 每 一 个 2€ B: 存在 BIE 缠 , 使 得 %€ Bi Be. 
设 叉 是 任意 的 无 限 集 ， 如 果 我 们 认为 也 的 每 一 个 无 限 子 
集 是 开 的 , 证 明 肚 必定 具有 离散 拓扑 . 
证 明 集 合 

-fo 8) 14= 一 oc, 5 是 有 限 实数 ; 

或 是 有 限 实数 , 5 一 oo} 
是 实 直线 寻常 拓扑 的 次 基 . 
在 Hausdorff 空间 中 , 单 点 集 {2} 是 闲 集 . 
格 是 每 一 对 元 素 都 有 最 小 上 界 及 最 大 下 界 的 偏 序 集 . 更 明 
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确 地 说 , 如 果 有 是 一 个 集合 ,“ 夸 "是 S 上 的 一 个 关系 , 使 得 
(a) 对 全 体 ?ES 有 2 筷 %， 
《b) 对 所 有 zyES, 由 2 三 y 与 y 和 2 可 得 出 4 一 护 
(0) 对 拓 有 2, y, 2 ES, 由 2 入 y 与 y 生 # 可 得 出 =， 
则 S 称 为 在 “ 硅 " 下 的 偏 序 集 ， 8 中 的 一 对 元 素 沁 y 称 为 
在 8 中 有 最 小 上 界 , 如 果 存 在 *E8S 使 得 oz 与 yz 且 对 
任意 的 % 如 果 “sw 与 y 三 w, 则 有 zu， 将 上 面 的 不 等 式 
反 向 可 类 似 地 得 出 最 大 下 界 的 定义 - 

现在 设 多 是 某 个 集合 全 上 的 所 有 拓扑 折 成 的 集 族 . 
对 2 3mEY， 设 Oo 分别 是 由 ,91 .93 产生 的 开 集 
族 ， 在 集合 多 中 ,Fh 三 FY 表示 拓扑 1 比 拓扑 Fs 细 。 
又 定义 

OO.={0J0E0, 与 0€0%} =0.NO,, 
再 定义 =09.U Os 回答 下 列 问题 , 并 在 适当 的 地 方 给 出 
证 明 : 
(1) CO. 满足 1.6 的 条 件 因 而 产生 一 个 拓扑 7 吗 ? 
( 立 )“ 筷 ”是否 是 .天 上 的 偏 序 ? 
《 诞 ) F, 是 不 是 F751 与 93 的 最 大 下 界 ? 
(iv) 多 是 否 满 足 1.34 的 条 件 从 而 它 是 某 个 拓扑 7" 的 
次 基 ? 

(vv) 是 否 有 19" 与 FI? 
《 vi) 9 ' 是 不 是 1 与 9a 的 最 小 上 界 ? 
(vi) 多 是 在 “所 ”下 的 格 吗 ? 
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第 二 章 ”连续 函数 (映射 ) 与 同 胚 


$1L 务 数 

当 我 们 对 空间 拓扑 的 一 般 概念 有 相当 掌握 之 后 ， 根 据 可 设想 
到 的 几 种 性 质 设法 将 拓扑 空间 分 类 似乎 就 是 很 自然 的 了 。 我 们 已 
经 看 到 了 一 个 这 样 的 性 质 , 那 就 是 成 为 了 ausdorf 空间 的 性 质 . 尽 
管 这 个 想法 似乎 自然 ， 但 在 掌握 一 些 进一步 的 工具 之 前 这 样 作 却 
有 些 困难 .现在 我 们 尤其 需要 由 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 
的 连续 函数 (或 映射 ) 的 概念 - 

我 们 认为 学 生 已 经 熟悉 画 数 概念 ， 在 这 里 只 是 简单 地 例 举 了 
画 数 的 某 些 有 用 的 人 性质， 如 果 读 者 自己 没有 证 明 过 这 些 性 质 (这 
些 性 质 在 读者 学 习 过 程 中 应 当 证 明 过 ), 这 又 是 一 次 验证 它们 的 好 
机 会 . 

设 了 是 由 王 到 工 的 函数 。 我 们 简单 地 记 为 户 瑟 -> 三。 对 于 
2€ 时, 用 站 (%) 天 示 J 了 在 点 的 入, 也 称 了 (2) 为 < 在 了 下 的 象 . 我 
们 说 两 个 函数 刻 : 且 > 了 与 及: 也 ->Y 是 相同 的 ， 如 果 对 全 体 5E 
于 有 刻 (%) =fo《w), 并 记 为 及 一 fa， 常 值 画 数 :了 > 了 是 这 样 的 
画 数 , 有 某 个 固定 的 yE 了 , 对 所 有 z&€ 肝 , 都 有 Je) y， 如 果 对 
所 有 zE 玉 都 有 io) 一 2 则 称 安 王 一 王 为 下 上 的 恒 等 函数 . 若 
4EE 工 ， 则 称 集合 

了) 一世 lc 对 某 个 wE4 有 2 一 Co)} 
是 4 在 /下 的 象 . f: 肝 > 了 在 4 及 上 的 限制 |4( 或 f4) 是 本 
数 由 4:4-> 了 ， 它 使 得 对 每 一 个 <E4 都 有 (Cj 4 (o) 一 fc) 在 
这 些 条 件 下 了 称 为 14 在 及 上 的 扩张 ， 
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对 产生 -> 了 ， 下 列 性 质 起 立 , 其 中 4E 瑟 ，BE 瑟 ,对 是 指标 
集 而 县 对 每 一 个 YEQ 有 怒 刁 子 。 
(的 一 让 
FTC) 
.由 4EB 有 (4)Ef(B), 
-48 则 FCA) $B. 
.了 (4UB)=f(4) Uf(B), 更 一 般 地 ,有 

1 4D = R74. 
6. f(ANB)Ef(4) 介 1(B), 更 一 般 地 ,有 
840E 同 7C4)， 

集合 CE 在 下 的 道 象 广 :CO) 是 集合 {rl|zE 有 X, fo) E 
0O}. 如 果 f: 了 > 了 , OC 了 , DEY, 4 全 , G 是 指标 集 而 且 对 每 
一 个 YEG 有 OyGY, 则 下 列 性 质 成 立 : 

1. Go -9 与 sE 广 ?(Y) 等 价 ，[ 注 意 ,我 们 总 是 用 (9) 代 

殉 了 7({ 中 ).] 

2. 广 : (的 = 中 

3. 由 CE 有 广 :Oo)EE 广 :(D). 
,OUD= 广 (CO) UTCD)， 更 一 般 地 ,有 

TOD = 0). 
.了 (CND) = 了 (OD) f(D), 更 一 般 地 ,有 
MOD -OD. 

六 (0”) =[f"*(0)]*， 这 里 的 上 标 o 表示 关于 下 或 了 的 
余 . 
7. AEF LFA)], 
.FTCOIEC. 


mp 


on he 


ba 


% 


如 果 了 (入) = 了， 由 称 函数 产 工 -> 是 满 的 ， 如 果 由 入 和 % 
能 得 由 了 (my) 六 as)， 则 称 函数 有 : 卫 ->Y 是 -一 的 (或 者 简 记 为 
1-1)， 如果 4E 及 , B 伍 苹 , OCY, 则 下 列 性 质 成 立 : 
1, 了 是 1-1 的 当 且 仅 当 对 所 有 4 与 B, (4NB)-f(4)N 
1B). 
2. 了 是 满 的 当 且 仅 当 对 所 有 0 志 四 有 广 *(O) * 中 . 
3. 如 果 了 是 1-1 和 满 的 , 则 广 : 是 由 工 到 碟 的 函数 ， 
4. 如 果 了 是 了 1 和 满 的 , 则 了 (4") = [7(C4)]" 
6. 了 是 满 的 当 且 仅 当 对 所 有 有 f [f+O0)] 0， 
6. f 是 11 的 当 且 仅 当 对 时 有 和 有 六 +[f(4)] 一 4 
7. 了 是 二 1 和 满 的 当 且 仅 当 对 每 一 个 yEY, 了 -+( 久 是 卫 的 
单 点 子 集 . 
如 果 f: 下 -> 了 与 9: 了 -> 多 是 画 数 ， 则 gf: 甩 -> 是 如 下 定义 
的 函数 ; 对 所 有 2€ 也 有 gf(w) =g(f(%))， 有 时 将 9f 记 为 go 了 
我 们 注意 到 (gf/) = 六 191 是 1-1 和 满 的 当 且 仅 当 扩 于 = 红 与 
六 += 这 里 红 与 订 分 别 是 由 下 到 蔗 与 由 了 到 六 的 恒 等 本 
数 ， 


$2 连续 函数 (映射 7 

我 们 现在 能 够 定义 由 一 个 空间 到 另 一 个 空间 的 连续 函数 或 遇 
射 ， 引 进 的 这 个 概念 至 少 在 直观 上 是 表述 也 中 互相 接近 的 点 经 
过 了 的 作用 之 后 在 了 中 仍 是 比较 接近 的 这 一 事实 . 借助 于 邻 域 ， 
我 们 已 有 接近 的 概念 。 于 是 可 以 作出 如 下 定义 。 

2.1 定 义 设 ( 了 , 9 ) 与 了 7") 是 拓扑 空 间 ,f: 卫 了 是 一 
个 函数 。 设 "GE 和 ， 如 果 对 每 一 个 让 EYE. 存在 UE WE 
,使 得 了 D0) EV 则 称 f 在 w 连续 ， 如 果 了 了 在 每 一 点 2E 羡 连 
续 , 刚 称 通 数 了 连续 . 
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例子 (和 练习 ) 
2.1 证 明 司 等 丽 数 公司 -> 三 是 连续 的 . 
2.2 证 明 常 值 丁 数 c: 卫 -> 了 Y 是 连续 的 . 
2.8 《a) 证 明了 :> 了 在 xE 了 XY 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 六 
ro 有 :VV) E QWs, 
(b) 证 明 如 f: 卫 -> 了 与 9: 了 ->2 连续 , 则 gf: 下 ->2 连续 . 


和 象 我 们 刚才 在 前 面 练习 中 看 到 的 那样 ， 有 它 种 方式 定义 函数 
在 一 点 的 连续 性 . 也 有 它 种 方式 定义 函数 在 空间 全 的 连续 体 , 其 
中 比较 重要 的 给 出 如 下 . 

2&2 定 理 设 了 与 是 拓扑 空间 , :也 -> 了 是 一 个 函数 , 则 
下 列 各 条 在 温 辑 上 是 等 价 的 孝 述 , ,| 

(D 了 连续 . . 

(2) 对 每 一 个 开 集 OGY 了, 广 :(O) 是 子 中 的 开 集 . 

《8) 对 每 一 个 闭 集 CEY, 广 :(C) 是 互 中 的 闭 集 . 

(4) 如 果 4E 工 则 7 人 ET7CD. - 

注 ;下 面 证 明 中 使 用 的 符号 “>” 读 为 “ 列 涵 ”我 们 用 这 样 的 
方法 证 明 这 个 定理 , 每 一 个 论述 草 涵 了 下 一 个 论述 , 而 最 后 一 个 论 
述 效 涵 了 第 一 个 论述 . 

证 明 (D>(9) 设 zEf1(0)， 则 (wz)E0， 由 于 0 是 开 
集 ,所 以 O 是 了 (4) 的 邻 域 , 由 2.1 知 存在 2 的 邻 域 VV, 使 得 f(y》 
SO, 因此 FE 六 (0)， 从 而 广 :(O) € Ws 根据 1.3 可知 广 (0) 
是 开 的 . 

全 一 (3) 设 0- 了 -CO, 则 0 是 二 中 的 开 集 , 由 他 ) 知 产 x(O) 
是 夺 中 的 开 集 , 因此 互 一 广 (0) =[ 广 (0)] “一 太 On -六 (CO) 
是 闭 的 . 

1. 


人) 一 (4) 我 们 注意 到 4E 广 ![f(4)] 王 广 民 天 全 ]. 由 于 
环 台 是 闭 的 ， 根 据 (8)，f[FCD)] 也 是 闭 的 ， 根 据 1.11( 了 ， 互 
EF TD, KE FD EFD. 

图 光 人 设 sEZ,U 是 中 了 (2) 的 邻 域 ， 选 择 开 集 0, 合 
得 fo) EOSD, 设 三 - [ 广 :00]* 则 因 jJc)EO, 故 Jo) 竺 0" 
因此 Ef"*(O"), 从 而 2EV， 我 们 现在 只 需 证 明 .CO 人) 是 朵 的 ， 
则 六 就 是 开 的 ,因此 VV 是 % 的 邻 域 , 又 有 

JPD=FC (00]9 -FT[(059) =ACOD)EO. 
现在 证 明 "1(0") 是 闲 和 的 ， 因 为 在 任何 情况 下 都 有 f+(07) 刁 
斑 ROD), 又 根据 ( 信 , 可 有 

AFIODEFF HODES 
从 而 我 们 有 天 (四 三 广 (0)， 
因此 六 (OD = 广 :(00 ,所 以 广 :(Oo 是 闭 的 . 重 

前 面 这 个 定理 是 重要 的 , 因为 经 常 需要 证 明 函 数 的 连续 性 , 而 
这 个 定理 给 出 了 证 明 函 数 连 续 性 的 几 个 方法 ， 映 射 对 连续 函数 是 
帮 用 的 术语 ， 有 从 现在 起 ， 我 们 称 为 映射 的 任何 函数 将 意味 着 是 连 
续 的 . 

在 映射 下 保留 了 拓扑 空间 许多 有 用 的 和 重要 的 性 质 ， 这 就 是 
说 ,如 果 天 是 具有 某 性 质 卫 的 拓扑 空间 , 了 :也 -> 了 是 到 拓扑 空间 
工 的 映射 , 册 经 常 是 了 也 具有 性 质 了 (这 不 仅 取 决 于 性 质 ,而且 
在 某 种 程度 上 也 取决 于 空间 互 和 了 的 结构 )。 这 种 性 质 的 几 个 
例子 给 出 在 下 面 的 定理 中 . 

2.8 定 理 设 且 和 了 是 拓扑 空间 ， f: 并 -> 了 是 二 1 映射 ， 
4GE zEA', 则 Fo) EC 

证 明 设 口 是 了 (wz) 的 邻 域 , 由 2.1 知 存在 4 的 邻 域 ,使 得 
f(F)EU， 由 于 2E4', 故 存在 y*%, yEV 且 yE 4, 所 以 je) 

EJ(V)ED 与 f(y) Ef(4) 成 立 ， 又 因为 1 是 二 1 的 ,因而 f(y) 
69. 


f(z)， 这 样 ,在 了 (%) 的 每 一 个 邻 域 UU 中 存在 点 PKg) “7(a)， 使 
得 f(D) EJC4), 所 以 f(%) EC) 于 

2.4 定理 设 耻 是 可 分 空间 ,f: 卫 > 了 是 政 到 了 的 满 映 射 ， 
则 了 是 可 分 的 。 

证 明 设 {4} 是 子 的 可 数 稠密 子 集 , 则 {f(z)}CY 也 是 可 
数 的 ， 我 们 进一步 证 明 {f(zw)} 在 王 中 稠密 ， 设 GZ, 芝 是 4 
的 任意 一 个 邻 域 , 则 存在 “E 开 , 使 得 Fe) ~y 且 存 在 矿 E Wo, 使 
得 了 (V)EU， 因 为 fo 在 全 中 稠密 , 故 存 在 整数 和 使 得 EV， 
所 以 f(z) EF(V)EU, 因而 {f(zo)} 在 了 中 稠密 . 目 

注 在 上 一 个 定理 中 , 因为 :下 -> 了 是 满 映 射 , 我 们 称 了 是 
肝 的 连续 象 ， 
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对 于 两 个 空间 , 如 果 一 个 是 另 一 个 的 连续 象 , 则 它们 自然 在 某 
种 程度 上 有 关系 。 然而 , 在 我 们 下 面 定义 的 空间 之 间 有 着 更 密切 
的 关系 。 

2.5 定 义 设 子 和 了 是 拓扑 空间 ,f: 了 > 了 是 耶 到 了 的 一 
一 满 鲨 数 (因此 扩 * 也 是 函数 ), 又 设 了 和 广 :都 是 连续 的 ， 则 称 了 
为 同 古 。 

如 果 在 三 与 王 之 间 存 在 同 胚 :了 > 了 ， 则 记 为 了 ~ 了 ,我 
们 注意 到 ， 空 间 之 间 的 关系 也 ~ 了 是 一 个 等 价 关系 。 因为 由 之 
到 子 的 便 等 函数 说 明 这 个 关系 具有 自 反 性 又 ”如 果 产 下 一 也 
是 癌 胚 , 则 产 !:Z 一 王 同样 是 同 胚 ， 最 后 , 如 果 f: 芝 > 了 与 g: 了 
一 2 都 是 同 胚 ， 则 好 :瑟瑟 也 是 同 及 ， 由 此 我 们 看 到 关系 ~” 
具有 对 称 性 与 传递 性 因此, 如 果 由 节 到 了 存在 同 胚 ( 由 于 关系 
“~ ”的 对 称 性 ， 因 而 在 天 与 了 之 间 存 在 同 胚 )， 则 我 们 可 以 说 空 
间 茸 与 是 同 凸 的 ,也 可 以 说 了 是 他 的 同 胚 象 . 
.60. 


在 这 里 我 们 稍微 谈 一 点 别 的 ， 我 们 方才 正 谈论 拓扑 空间 所 成 
集 族 上 的 一 个 等 价 关系 。 如 读者 所 知 , 集合 . 上 的 每 一 个 等 价 关系 
将 这 个 集合 划分 为 等 价 类 

[XX]= 仔 | 了 与 子 等 价 }. 

在 我 们 所 考察 情况 下 的 [ 生 ] 是 所 有 与 了 同 胚 的 空间 所 成 的 集合 . 
拓扑 学 的 问题 之 一 是 对 熟知 的 空间 互 , 不 用 与 不 同 胚 这 样 的 术 
语 来 刻 划 [ 邓 的 元 素 .例如 ,如 果 革 = [0, 刀具 有 实 直线 寻常 拓扑 
的 相对 拓扑 , 是否 能 够 给 出 空间 了 的 菜 些 特征 性 质 , 当 且 仅 当 了 
具有 这 些 性 质 时 保证 了 E [1? 回答 是 “能 ”， 虽 然 在 这 本 书 中 我 
们 不 去 进一步 讨论 怎样 得 到 这 个 结果 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 在 更 高 
深 的 拓扑 学 课本 中 进一步 学 习 这 些 内 容 *. 现在 让 我 们 回 到 讨论 的 
主题 上 来 . 

我 们 最 终 研 究 的 空间 的 许多 性 质 是 被 同 胚 保留 的 性 质 ， 明 确 
地 说 ， 如 果 能 由 对 具有 性 质 卫 且 对 与 六 同 胚 得 出 了 也 具有 性 
质 了 , 则 称 性 质 卫 被 同 胚 保留 ， 这 样 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 ， 这 里 
我 们 指出 任何 被 连续 函数 保留 的 性 质 也 必然 被 同 胚 保留 。 这 祥 ， 
2.4 就 证 明了 可 分 性 是 拓扑 性 质 . 

在 我 们 继续 研究 同 胚 之 前 ， 还 有 几 个 描述 函 教 的 术语 是 有 用 
的 .这 些 术语 由 下 一 个 定义 给 出 . 

2.6 定 义 设 产 总 -了 是 函数 ， 互 与 了 是 拓扑 空间 .如果 
对 每 一 个 开 集 OE 科 ，7O) 是 工 中 的 开 集 ， 则 称 了 是 开 函 数 ( 有 
时 称 为 内 函数 )， 如 果 对 每 一 个 闭 集 OGE 琶 , f(0) 是 了 中 的 闲 
集 , 则 称 y 了 是 闭 函 数 . 


例子 (和 练习 ) 
2.4 证 明了 : 互 -> 了 是 同 胚 当 上 呈 仅 当 了 是 满 的 一 一 开 映 射 . 
* 例如 , 参看 J. G. Hocking 与 G. 8. Young 著 的 “Topology”(1961) 第 129 页 ， 
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2.5 证 明了 > 了 是 同 三 当 且 仅 当 是 满 的 一 一 闭 喘 射 . 

2.6 设 产 民 > 六 是 映射 ，GE 瑟 是 电 的 子 空间 证明 在 各 
上 的 限制 12Z:2~>Y 也 是 映射 . 

2.7 设 吾 是 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 , 又 设 

下 ={e, 幼 |2 ER, w+} 
是 具有 平面 寻常 拓扑 的 相对 拓扑 的 单位 贺 ， 设 产 鼠 > 玖 由 
jc) = (cosaw, sin wm) 定义 , 也 就 是 说 ， 了 将 实 直线 缆 着 单 
位 圆 一 车 又 一 图 地 缠绕 。 如 下 证 明 /不 是 闭 的 ， 证 明 集 合 
S={2nt+1/nln=1, 2, 3, "} 

是 只 的 闭 子 集 ,但 flS) 在 区 中 不 闭 . 注意 ,f 是 开 的 和 连续 
的 . 

2.8 设 卫 =[-3, 中 具有 实 直线 的 相对 拓扑 。 由 


Fa) = 言 (w 82) 


定义 产 Tr ma。 考虑 集合 8= {21wEI，0<z 夺 和 3 说 明了 不 
是 开 函 数 。 但 显然 了 是 连续 的 ， 在 后 面 我 们 将 看 到 上 也 是 
闭 的 . 


因为 一 个 函数 是 同 胚 比 它 仅 是 连续 的 需要 更 多 的 条 件 ， 因 此 
我 们 有 理由 希望 在 同 胚 下 保留 的 性 质 比 在 映射 下 保留 的 性 质 更 
多 .情况 的 确 如 此 ,下 面 几 个 定理 即 可 说 明 这 一 点 . 

2.7 定理 设 了 和 了 是 拓扑 空间 ，f: 了 -> 了 Y 是 同 胚 ， 如 果 
立 是 Hansdorff 空间 , 则 了 也 是 Hausdorff 空间 . 

证 明 设 如 , ysE 了 且 委 了 ys， 由 于 了 是 一 一 且 满 的 ,存在 唯 
一 的 一 对 点 愤 与 mm， 使 得 Fe 一 抽 ，f (za) 一 yo， 因为 了 是 
Hausdor 人 ff 空间 ， 故 存在 不 相交 的 开 集 0 与 Us， 使 得 z+1EUi 与 
EL7a。 因为 了 是 开 函 数 ， 因 此 f(D) 与 (Us,) 是 了 中 的 开 集 , 
又 因为 了 是 一 一 的 ， 所 以 (U0) 与 fa) 不 相交 ， 最 后 我 们 注意 
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到 多 EF 0D 和 Ef(D0s), 因此 YY 是 Hausdorff 空间 . 和 外 

8 定理 设 生 和 了 是 拓扑 空间 , :之 -> 了 是 同 旺 ,又 设 斑 
有 可 数 基 , 则 了 也 有 可 数 基 - . 

证 明 设 霓 是 三 的 可 数 基 ,又 设 有 ' 一 fyF(B)1BE 细 ， 因 
为 了 是 开 的 ,故而 及 ' 是 开 集 族 、 又 因为 乡 是 可 数 的 , 因此 雪 ' 也 
是 可 数 的 . 现在 设 yEY, UE 和 ov 则 存在 2E ,VE BE 到 
使 得 BEyV, 并 且 

y=/f(%) EB)EFTV) ED, 
设 B'~=/(B), 则 我 们 看 到 存在 BE 多 ,使 得 yE B'EU, 因此 只 
是 了 的 基 , 自 

前 面 的 定理 能 够 更 简明 地 叙述 为 成 为 Hausdorf 空间 这 个 性 

质 (或 具有 可 数 基 这 个 性 质 ) 是 拓扑 性 质 。 


例子 (和 练习 ) 


2.9” 设 /: 子 -> 了 是 函数 , 下 具有 离散 拓扑 , 则 是 连续 的 。 

2.10 设 f: 有 > 了 是 函数 ,了 具有 平庸 拓扑 , 则 是 连续 的 . 

2.11 如 果 了 :有 -> 了 是 连续 的 , 互 是 Hausdorff 空间 , 用 例子 说 
明了 了 不必 是 Hausdorff 空间 . 

2.12 证 明了: 六 > 了 是 连续 画 数 当 且 仅 当 对 每 一 个 BE 纵 ( 绍 是 
了 的 基 ), /+(B) 是 下 中 的 开 集 . 

2.18 设 放 于 > 了 是 连续 函数 , {zn} 是 开 中 的 序列 而 且 limw。~ 
», 证 明 limf (2) -f(a). 

2.14 设 f: 卫 > 了 是 函数 , 证 明了 是 连续 函数 当 且 仅 当 对 每 一 个 
BEY, 有 大 ( 矶 所 广 :( 玖 ,用 例子 说 明 这 里 将 “所 " 换 成 
“C" 后 的 真 包含 关系 有 时 可 能 成 立 . 

2.15 设 玉 和 了 工 是 拓扑 空间 , 五 x 了 是 它们 的 积 空间 ,对 每 一 点 
人 YW) EFXY, 用 Px(le, ))~2 与 Pr((e, )) =y 定 
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2.16 


义 Px: 玉 x 了 -> 是 与 Py: 革 x 了 > 了 .证明 Pr 与 Py 是 
连续 开 函 数 ，Pz 与 Py 称 为 由 忆 x 了 到 站 xz 的 坐标 
《或 因子 ) 空间 的 射影 , 

设 召 是 具有 导 常 拓扑 的 实 直线 ， 又 设 陡 是 具有 在 1,6 中 

定义 的 拓扑 的 实 直 线 ， 即 是 这 个 拓扑 的 开 集 或 者 是 有 限 集 

的 余 集 ,或 者 是 空 集 , 也 即 是 说 

EO={010=$ 或 0° 是 有 限 集 }. 

定义 ;B=> 匡 为 f(%) =z， 证 明了 是 一 一 连续 函数 但 广 ! 

不 连续 . 

(Ca) 设 革 和 了 是 拓扑 空间 ,了 是 Hausdor 征 空间,/: 节 > 
了 与 g:X-> 了 是 映射 ， 又 设 

B=- {lzEX, f(%) —g(2)}, 
则 如是 闭 集 . 

(b) 进一步 设 DX 是 互 的 稠密 子 集 ， 如 果 DE 驴 册 
J 一 9[ 也 就 是 说 f(%) =g(%) 对 所 有 2 了 成 立 ] . 

(0) 设 了 是 定义 在 有 理 数 集 上 的 实 变量 实 值 连 续 函 数 ， 证 
明 最 多 存在 一 个 定义 在 实数 集 上 的 实 值 连续 函数 9 
使 得 当 4 是 有 理 数 时 Fo) 一 9(z) ， 

设 产 总 -> 了 是 函数 ,证 明了 是 连续 函数 当 且 仅 当 对 每 一 个 

8SEY， 广 !S) 是 站 中 的 开 集 ， 这 里 乡 是 了 的 拓扑 的 次 

基 . 

设 产 中 -> 是 映射 4 己 下 有 生 部 具有 相对 拓扑 , 则 了 | 和 4:4 

一 了 是 连续 的 . 

在 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 上 ， 任 意 两 个 开 区 间作 为 子 空间 

是 同 胚 的 . [如 时 将 “ 开 ” 换 成 “ 闭 ” 类 似 的 论述 仍然 成 立 .] 

第 二 可 数 空间 的 连续 象 是 否 仍然 是 第 二 可 数 的 ? 


$4 积 空间 
方才 的 练习 2.15 给 我 们 指出 了 将 积 拓扑 的 概念 扩充 到 任意 
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多 个 因子 空间 的 笛 卡 儿 积 的 方法 ， 让 我 们 从 两 个 空间 :和 马 s 
的 积 开始 ， 总 :1X 总 s 中 的 点 (cu ws) 可 以 置 作 是 集合 了 世 , 中 上 的 
函数 ， 这 个 函数 在 1€ {I, 分 的 值 是 24， 在 2E€ 了 全, 中 的 什 是 mm 
这 样 , 可 以 认为 站:x 总 * 是 由 集合 攻 , 3} 上 的 全 体 函 数 =( (i= 
1, 2 所 成 的 集合 (函数 2( 让 使 2《1) E 及 1,w(3) E 卫 s)， 当然 , 我 
们 宁愿 将 2(1) 和 (2) 玫 示 为 m4 和 ws， 现在 用 要 求 每 一 个 射影 
了 x,(i 一 1, 2) 是 连续 的 这 一 性 质 向 集合 下:x 互 :引入 一 个 拓扑 . 
要 求 PIG =1, 2) 是 开 的 就 能 作 到 这 一 点 ， 其 中 三 下 ,是 
祥 ; 中 的 开 集 (i 一 1，2)。 总 之 ， 积 空间 也 :x 下。 能 够 认为 是 集合 
全, 对 上 的 所 有 函数 “te 在 iE 世 , 对 的 值 是 罗 ) 所 成 的 集合 并 具 
有 由 次 基 
{PRCDIDREC 是 蕊 (的 开 集 族 , i=1, 对 
所 产生 的 拓扑 , 将 指标 集 信 , 2} 一 般 化 , 对 任意 的 指标 集 4, 给 出 
如 下 定义 ， 
2.9 定义 ” 设 4 是 指标 集 , 耳 。《mE& 4) 是 拓扑 空间 , 则 积 空间 
总 立定 义 为 具有 如 下 拓扑 的 所 有 4 上 的 函数 x 记 成 的 集合 ; 其 
中 函数 “在 a€4 的 信 ws€ 甩 所 说 的 拓扑 是 由 次 基 
{PR(Ca1IUeEC Co 是 开 e 的 开 集 族 , a€ 入 
产生 的 拓扑 ,而 Px,(%) ae 是 X 全 到 第 a 个 坐标 空间 耳 。 的 射 


影 

在 引入 定义 前 的 浓 景 性 讨论 中 , 要 求 每 一 个 Pz, 具有 连续 性 . 
因此 下 面 定理 的 正确 性 是 很 自然 的 , 

2.10 定理 设 文 ~ 久 X。 是 空间 X。 的 积 空 间 , 4 是 某 个 指 
标 集 ， 设 Pr(z) ss 是 由 牙 到 Xs。 上 的 射影 ， 则 Px 是 开 函 数 
且 是 连续 的 . 

证 明 我 们 首先 证 明 连 续 性 , 设 =G 天 ,又 投 世 是 woE Xe 的 
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邻 域 。 取 开 集 了 ， 使 得 zeEFEU， 根据 2.9，P3I(F) 是 下 中 
的 开 集 而 县 =E P 忆 (VF)， 因 此 PECV) 是 w 的 邻 域 ， 最 后 ， 
Pr(CPRE GO)) =VEU, 因 此 Pz, 是 连续 的 . 

现在 证 明 Px, 是 开 的 .“ 设 可 是 环 中 的 开 集 上 且 wED(《 如 果 UU 
= 多 则 显然 没有 什么 可 证 的 了 )， 则 也是 “的 邻 域 ， 因 为 这 是 基 
元 形成 的 邻 域 的 并 , 因此 我 们 可 以 假设 0 本 身 是 基 元 形成 的 邻 
域 , 从 而 是 次 基 中 有 限 个 元 素 形成 的 邻 域 的 交 ， 也 就 是 说 

U=[)} PR(Us) 


这 里 了 4, 五 是 有 限 集 , U。 是 互 s 中 的 开 集 . 

如 果 BEF, 设 yEU, 则 因 gE Pa(Us)， 

Px,(y) EPx,(Pil(UD) =Us. 从 而 Pr,(U)=Us, 
由 此 , 如果 8E 了, 则 Px, 是 开 的 . 

如 果 8 皇 了 ,我们 希望 证 明 Px,(U) = 且 s， 为 此 目的 , 设 zeE 
五， 作 点 2E 及 ,使 得 对 aEF 有 各 一 we EUe, 并 且 #6 一 Zs 以 及 对 
下 之 外 且 异 于 有 之 指标 Y，% 可 任意 取 定 ， 则 因 对 每 一 个 a€ 杞 ， 
有 seEDV6, zE PCUs)， 所 以 zEU 且 Px,(z) 26 因此 Px,(U) 
一 了 Xs, 而 Xa 是 及 a 中 的 开 集 , 因此 对 8 玉 ， Px, 也 是 开 的 ， 从 
而 在 任何 情况 下 Px, 都 是 开 的 . 上 

我 们 应 当 在 这 里 指出 几 点 ， 首 先 ，Px, 不 必 业 闭 的 ， 例 如 ,在 
于 x 且 中 ,集合 

{Cw, Wy—1/(w—2), 0<2<1} 
是 闭 的 ,但 这 个 集合 在 2 轴 上 的 射影 是 开 单位 区 间 , 这 不 是 一 个 闭 
集 ， 其 次 应 当 强 调 , 如 果 0。 在 忌 。 中 是 开 的 ,不 一 定 能 得 出 X Da 
是 耳 中 的 开 集 ,因为 一 般 说 来 不 可 能 将 X Us 表示 为 有 限 个 次 基 
集合 之 交 的 并 ， 当然 , 如 果 和 恰 是 有 限 集 , 则 XU。 是 开 集 ,但 如 
果 4 是 无 限 集 , X 0。 就 不 一 定 是 开 集 了 。 
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现在 证 明 在 后 面 许多 定理 中 有 广泛 用 途 的 两 个 定理 . 

2. 了 1 定理 设 /7-> X 和。 是 函数 , 则 是 连续 函数 当 上 且 仅 
当 复合 函数 Px.f: 了 ->X。 对 每 一 个 4€ 4 都 连续 . 

证 明 ”如果 玫 连续 , 根据 2.10, Px, 也 连续 , 因此 Px.f 连续 . 
反 过 来 ， 设 对 每 一 个 a€ 4，Px.f 都 连续 ,又 设 Us 是 了。 中 的 开 
集 , 则 

(Px.f) (0s) =f [PERU)] 

是 卫 中 的 开 集 ， 因 为 P 忒 (U。) 是 邓 的 拓扑 的 次 基 中 的 任意 一 个 
元 素 , 根据 练习 2.18, 了 是 连续 的 . 和 

&. 现 定理 设 了 和 了 是 拓扑 空间 f: 卫 > 了 是 五 数 。 由 
(vw) = (w 了 (%)) 定 义 也 :是 -> 玉 x 了 ， 则 下 是 过 线 榴 数 当 且 仅 当 
也 是 于 与 卫 xY 的 子 空间 G~{(a, fo)1aE 荆 } 之 间 的 同 胚 . 

证 明 设 了 是 五 与 9 之 间 的 同 胚 , 根据 2.11，PyF 是 迷 续 
的 ， 而 Py 也 :了 > 了 由 (Pr) (w) 一 J(2) 定 义 ,因此 PzF~f, 所 
以 了 是 连续 的 . 

反之 , 设 了 是 连续 函数 ， 我 们 由 2.10 知道 Px: 五 x 了 > 了 是 
连续 的 ， 因 此 Px|G 是 连续 的 ， 注意 到 (Pz|G) (zx, f(z)) =w 因 
此 Pr|G 一 8 所 以 了 + 是 连续 的 .又 下 显然 是 一 一 满 函 数 , 这 
样 一 米 我 们 只 需 证 明 是 连续 冰 数 即 可 . 

由 于 PzF: 了 > 了 由 PzP(w) =Pzx[(w, 7(o))] 一 “定义 ,所 
以 PsF 是 了 上 的 恒 等 汪 数 ,因此 PxF 是 连续 的 又 Pr 素 : 工 -> 
了 由 PrB(o) =Pr[ko, 了 (2))] 一 Fo) 定 义 ,因此 Pr 一 f 且 由 候 
设 了 是 连续 的 ， 由 PzF 与 PzF 的 连 线性 , 根据 2.11， 是 连续 
的 。 册 此 ， 忆 是 同 胚 ， 者 

用 字母 G 表示 前 面 定理 谈 到 的 集合 不 是 个 然 的 ， 因 为 集合 @ 
可 以 看 作 是 沙 数 的“ 图形 "(译注 英语“ 图形"(Graph) 一 词 的 第 
一 个 字母 是 G)。 因 此 , 2,12 换 一 种 说 法 就 是 ,f: 有 > 了 是 连续 函 
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数 当 且 仅 当 在 间 胚 也 (2) 一 Ce, Jo)) 下 , 三 与 了 的 图 形 同 胚 . 


例子 (和 练习 ) 

2.22 设 4 是 指标 集 ,对 每 一 个 xE 4, 王 。 是 拓扑 空间 ,XX。 是 
积 空间 ， 设 8E4 是 一 个 确定 的 元 素 , 对 每 一 个 cs, 设 
咪 E 是 某 个 固定 点 .定义 

瑟 6= 刀 | 对 as 有， 一 wo 2p 是 任意 的 }， 
则 IC XK Xs 且 了 X54 与 Xs 同 用， 
2.28 用 前 面 的 练习 证 骨 点 集 
R=-{(e, DoE 
是 平面 的 子 集 且 与 实 直线 同 胚 . 
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第 三 章 “ 几 种 特殊 类 型 的 拓扑 空间 
(各 种 紧 性 ) 


在 这 一 章 中 ,我 们 研究 施加 到 空间 上 的 几 种 特殊 限制 , 以 使 空 
间 获 得 若干 所 希望 的 有 趣 性 质 .不 是 每 一 个 拓扑 空间 都 满足 这 些 
限制 , 在 这 种 意义 下 可 以 说 这 些 限制 是 特殊 的 。 然而 它们 仍然 相 
当 普遍 , 我 们 经 常 在 分 析 、 代 数 拓扑 以 及 别处 遇 到 的 许多 重要 而 又 
有 趣 的 拓扑 空间 都 具有 一 种 或 几 种 这 样 的 性 质 . 


$1 紧 空间 

在 开始 研究 第 一 个 特殊 人 性质 之 前 ， 我 们 需要 一 个 预备 概念 如 
下 . 

3 定义 设 碟 是 一 个 集合 , 了 安 互 , 且 

{DslaE 4, 和 4 是 一 个 指标 集 } 

是 互 的 一 个 子 集 族 ， 如 果 二 肪 二 了,， 则 称 {Ds} 是 了 的 覆盖 . 

如 果 覆 盖 的 所 有 集合 Ds 具有 某 个 共同 性 质 了, 则 称 这 个 覆盖 
为 了- 覆盖. 例如， 如 果 每 一 个 Ds 是 开 集 ， 则 称 {Ds} 是 开 履 盖 ， 
又 ,如 果 {BslBEB}C{Da|a€ 4} 且 \) BY, 则 称 {Bsf8€B} 
是 {Dala€ 4 的 子 覆 盖 ， 我 们 也 可 以 用 指标 集 4 的 性 质 来 刻 划 
集合 工 的 覆盖 .例如 ,如果 4 是 有 限 集 , 则 称 {Du|aE 4 是 有 限 
覆盖 .如 果 4 是 可 数 集 , 则 称 {DalcE 4} 是 可 数 覆 盖 . 

当然 , 这 里 有 某 些 食 逢 不 清 的 地 方 , 因为 “覆盖 ”这 个 词 前 面 的 
形容 词 可 能 指 的 是 集合 D. 的 某 个 共同 性 质 ， 也 可 能 指 的 是 指标 
集 4 的 某 个 性 质 。 然 而 , 根据 上 下 文 的 意思 常常 只 能 允许 一 种 多 
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释 . 如 果 可 能 不 止 一 种 解释 ， 我 们 将 指明 形容 词 说 的 是 4 的 性 质 
还 是 说 的 是 D 的 某 个 共同 的 性 质 . 

我 们 所 研究 的 空间 的 第 一 种 性 质 称 为 紧 性 ， 下 面 给 出 它 的 定 
义 . 

3.2 定 义 三 是 拓扑 空间 , 如 果子 的 每 一 个 开 覆 盖 都 包含 有 
有限 子 覆盖 , 则 称 X 是 紧 的 ，( 这 里 “ 开 ” 指 的 是 Ds 的 性 质 ,“ 有 限 ” 
指 的 是 指标 集 4 的 性 质 . ) 

如 下 形象 地 描述 这 个 概念 可 能 对 我 们 有 大助。 假设 一 大 群 人 
《可 能 有 无 限 多 人 ) 坚 持 站 在 两 中 ， 他 们 每 一 个 人 都 撑 荐 自己 的 
合 , 因此 都 不 会 被 责 淋 湿 ， 当 然 , 有 可 能 他 们 紧 紧 地 挤 在 一 起 , 以 
至 不 是 每 一 个 人 而 是 只 需要 有 限 个 人 返 着 自己 的 雨伞 就 能 使 全 体 
不 被 十 淋 温 我 们 想象 他 们 形成 了 某 类 紧 空 间 ， 其 中 自然 机 假设 
所 有 雨伞 都 是 开 的 . 


例子 (和 练习 ) 
3.1 (a) 任意 闭 区 间 [o, 妇 ( 一 co<e 友 5<co)， 若 它 具有 实 直 线 
寻常 拓扑 的 相对 托 扑 ， 则 它 是 紧 空 间 ， (这 是 Heine~ 
Borel 定理 的 一 种 叙述 .》 
(b) 更 一 般 地 ， 对 实 直 线 任 意 闭 的 有 限 子 集 ， 如 果 它 具有 实 
直线 寻常 拓扑 的 相对 拓扑 , 则 它 是 紧 空 间 . 
3.2 设 站 是 具有 右 序 拓 扑 的 偏 序 集 ， 且 革 有 最 小 元 素 ( 也 就 是 
说 存在 wE 瑟 ,使 得 对 所 有 2E 瑟 都 有 zY 硅 纺 , 则 三 是 紧 的 . 


应 当 注 意 , 拓扑 空间 紧 性 概念 起 源 于 HHeine-Borel 定理 .这 
个 定理 (稍微 不 同 于 前 面 的 说 法 ) 是 说 , 在 实 直 线 中 , 如 果 下 是 闭 
的 有 界 集合 , {|aE 4 是 开 区 间 所 成 的 集合 且 j ze 在 ， 则 有 
限 个 I 就 能 戏 痊 刁 、 
.50 ， 


由 3.2 得 出 的 一 个 简单 但 相当 有 用 的 结果 是 下 面 的 定理 ， 

3.3 定理 设 开 是 拓扑 空间 则 太 是 紧 空间 当 且 仅 当 对 了 
的 每 一 个 闭 集 族 {Oa1a€ 全 ,如果 们 0。 一 则 存在 有 限 集 FE 
4 使 得 [Os 一 

证 明 设 下 是 紧 的 , {Os|a€ 4} 是 闭 集 族 且 其 交 是 空 集 ， 定 
义 0s 一 05, 则 0s 是 开 的 而 且 

上 2- 只 c=5oco- 
根据 3.2, 存在 有 限 集 FE 4, 使 得 0。~ 子 , 因此 
$=X° [0 = 0 (oe. 

大 寺 米 的 证 明净 作 红 习 . a , 

除了 在 3.3 中 得 到 的 结果 外 ， 我 们 还 希望 得 到 紧 性 的 某 些 等 
价 条 件 ， 为 此 ,讨论 空间 瑟 的 子 集 族 的 又 一 个 性 质 是 有 用 的 . 

3.4 定 义 设 开 是 集合 ，{DolaE 全 是 三 的 子 集 族 ， 如 果 
对 4 的 任意 有 限 非 空子 集 ,都 有 [Ds 则 称 Ds} 具有 有 
限 交 性 . 

紧 性 的 下 面 两 个 等 价 叙述 将 对 我 们 今后 的 工作 很 有 用 处 。 

3 右 定理 ”空间 是 紧 的 当 且 仅 当 对 具有 有 限 交 性 的 任意 闭 
集 族 TDolac 4}, 站 De 

证 明 设 邓 是 紧 空间 ，{Ds|a€ 4} 是 具有 有 限 交 性 的 闭 集 
族 . 车 门 PD 一 失 则 由 3.3 知 存在 有 限 集 FE 4 使 得 [Do 一 由 
这 与 {Ds|a€ 4} 具 有 有 限 交 性 矛盾， 由 此 [Ds 姑 罗 

反之 , 设 {0sla€ 好 是 于 的 开 和 覆盖 ， 若 对 每 一 个 有 限 集合 
FE 4 局 0s 中 义 , 也 就是 说 (| J06)"#， 定 义 Ds 一 Og， 则 D。 
是 闭 集 且 对 任意 有 限 集 FE 4 都 有 

2?T 


MD 
这 样 , {Ds} 是 具有 有 限 交 性 的 闭 集 族 ， 由 假设 有 
MD-ME- +e 
或 0: 中 了 。 后面 这 个 结论 与 {0 是 子 的 覆盖 项 情 ， 这 个 巴 
质 说 明 的 确 存 在 有 限 集 了 刁 4, 使 得 0.== 芯 ， 因 此 下 是 紧 空 
间 . 日 
3.6 定理 。 设 且 是 拓扑 空间 ， 则 X 是 紧 空间 当 上 且 仅 当 对 也 
的 具有 有 限 交 性 的 任意 子 集 族 {DejaE 分 , 站 De 四 
证 明 设 广 是 紧 空 间 . 则 因 对 每 一 个 4 有 DD 二 Do, 有 {Del 
E 4} 显然 是 具有 有 限 交 性 的 闭 集 族 ,根据 3.5 可 得 出 人 成天 
反之 , 设 {Dsla& 4} 是 任意 具有 有 限 交 性 的 集 族 且 其 中 全 体 
集合 的 闭 包 的 交 不 空 。 现 在 , 设 {Cala€ 4]} 是 具有 有 限 交 性 的 闲 
集 族 , 由 Cs=0。 且 
0 
根据 8.5, 开 是 紧 空间 . 自 


练习 
3.8 证明 定理 3,3 未 证 明 的 部 分 . 


现在 我 们 讨论 在 映射 下 保持 紧 性 的 问题 . 
8.7 定理 ” 设 f: 芝 > 了 是 满 陕 射 且 XX 是 紧 的 ， 则 了 也 是 紧 
的 ， 
证 明 设 {oolae 作 是 和 的 开 材 盖 ， 根 据 2.2(3)， 由 于 了 
是 连续 的 , 因此 对 每 一 个 a, .六 (Oo) 是 瑟 中 的 开 集 ， 故 
{02) aE 


~ 
Rs 


是 三 的 开 覆 盖 ， 由 于 驻 是 紧 空 间 ， 因而 存在 有 限 集 了 了 己 4, 使 得 

{1(0o) 1a€E 下 是 芋 的 覆盖 最 后 ,办 为 了 是 满 的 , 记 以 有 
{ff HO0)) aE {OlaE RF} 

是 了 的 覆盖 ,因此 了 是 紧 空 间 . 由 

现在 我 们 注意 到 , 作为 前 面 定 理 一 个 简单 的 推论 , 紧 性 是 拓扑 
性 质 , 也 就 是 说 : 

3.8 定 理 设 筷 和 王 是 同 是 的 空间 ， 马 是 紧 空 间 ， 则 了 也 
是 紧 空 间 . 

我 们 现在 简要 地 研究 紧 性 与 闭 集 之 间 的 某 些 关系 . 

83.9 定 理 设 马 是 互 ausdorff 空间 , 了 是 中 的 紧 子 空间 ， 
则 了 是 节 的 闲 子 集 . 

证 明 我 们 证 明了 是 开 的 .为 此 目的 , 设 wE7*. 对 每 一 点 
yE 了 ,根据 1.4， 存 在 开 邻 域 Ow 与 ,使 得 2EOmw, yE0s 和 
Ow 人 110, 一 $( 因 为 芷 是 Hausdorff 空间 ). 现在 {Ovn7lyE 节 是 
了 的 开 覆 盖 , 因为 了 在 相对 拓扑 中 是 紧 的 , 因此 存在 有 限 集 ,使 
得 

Y=- ONY). 
定义 0- 及 0 则 sz&0 且 0 是 开 集 ,因此 O 是 4% 的 邻 域 ， 又 
ONY=0ON I (0,N7))EON (局 0 一 由 
因为 , 如 果 有 zEON Cy 0， 则 应 有 某 一 个 yy E 了 ,使 得 zEOw， 
可 是 
、 *EO- 人 OoEOw 
因此 Own Ow 这 与 Ow 及 0Ow 的 选取 矛盾 . 

最 后 ,因为 ON 了 一, nEOGCT?, 因此 了 是 开 的 .由 此 得 出 
了 是 闭 的 . 自 

3.10 定理 设 了 是 紧 空间 , 了 是 子 的 闲 子 集 , 则 了 是 紧 的 
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(在 相对 拓扑 中 )， 

证 明 设 {0.Ja€ 4} 是 了 的 开 枚 盖 ( 在 Y 的 相对 拓扑 中 )， 
也 就 是 说 0 是 了 中 的 开 集 . 则 由 4.18 知 0。 一 了 NOs, 其 中 0s 是 
互 中 的 开 集 .又 注意 到 是 开 的 ,因此 

{Du|lDo= 六 2 或 及 = ， 
是 下 的 开 覆 盖 . 因为 对 人 E 开 ， 则 或 者 sEY, 或 者 

“ETE OE Os. 
因为 了 是 紧 空 间 , 故 存在 有 限 集 FE 4 使 得 
(DY UF"—Z, 

从 而 人 Ds, 这 里 的 每 个 Ds 形 如 0 所 以 了 E 局 蕊 =- 忆 0 
因此 , 最 后 我 们 有 

Y-W (OND -LO. 
由 此 得 出 了 是 紧 的 . 目 

直到 现在 为 止 ， 提 出 的 问题 与 它 的 解答 (由 定理 给 出 ) 相 对 说 
来 是 容易 的 ， 下 夯 我 们 来 讨论 一 个 以 前 没有 遇 到 过 的 这 样 困难 的 
问题 ， 我 们 需要 解答 的 问题 是 ,假如 有 一 族 空间 sta€ 4 4 是 
一 个 指标 集 ), 而 且 每 一 个 下 " 痢 是 紧 空间 , 问 X 芝 。 是 紧 空间 吗 ? 
管 案 是 肯定 的 ， 这 个 问题 将 由 Tychonoff 给 出 的 定理 来 回答 .为 
了 得 出 问题 的 解答 , 我 们 还 需要 少量 的 工具 ， 我 们 首先 承认 下 述 
的 Zorn 引 理 , 这 个 引 理 实际 上 与 选择 公理 等 价 . 

3.11 引 理 (Zorn) 设 开 是 偏 序 集 , 且 设 互 的 每 一 个 全 序 子 
集 在 下 中 有 上 界 , 则 互 有 最 大 元 ，[ 这 就 是 说 , 如 果 对 每 一 个 全 
序 集 了 己 卫 , 存在 zE 玉 , 使 得 由 YEY 可 得 出 y 筷 %， 则 存在 mE 
及 ,使 得 对 任意 %EX, 或 者 “与 m 不 能 比较 (也 就 是 说 w 季 mn 与 
m 玉 2 都 不 成 立 ), 或 者 2 三 mm ] 
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我 们 不 打算 由 选择 公理 得 出 这 个 引 理 ， 有 兴趣 的 学 生 能 在 许 
多 集合 论 的 课本 中 找到 它 的 证 明 . 

在 准备 证 明 Tyohonoff 定理 的 过 程 中 ， 我 们 首先 证 明 一 个 其 
内 容 上 集合 论 色彩 比 拓扑 学 色彩 更 强 的 引 理 ， 这 个 引 理 将 相当 多 
地 缩短 了 ychonoff 定理 的 证 明 . 在 证 明 X 了 -是 紧 空 间 时 (其 中 
每 一 个 卫 。 都 是 紧 空 间 )， 我 们 希望 利用 有 限 交 性 ， 这 就 是 下 一 个 
引 理 集中 讨论 具有 有 限 交 性 的 集合 的 原因 . 

8.12 引 理 设 六 是 一 个 集合 ， 多 一 {8} 是 也 的 具有 有 限 交 
性 的 子 集 族 , 则 存在 马 的 具有 下 列 性 质 的 子 集 族 逆 = Tag}; 

人 跑 具 有 有 限 交 性 . 

(2) 疯 马 多. 

(8) 就 性 质 1 和 2 而 论 , 跑 是 最 大 的 (也 就 是 说 ,如 果 跑 三 加 ， 

界 史 观 , 轩 二 多 , 则 锡 不 具有 有 限 交 性 )， 

(和 最 中 任意 有 限 个 元 素 的 交 仍然 是 跑 的 元 素 。 

证 明 定义 

团 一 { 多 | 多 一 {9, G 刁 耳 ,， 多 己 多 ， 乡 具有 有 限 交 性 }， 
也 就 是 说 如 是 具有 有 限 交 性 面 且 包含 多 的 马 的 子 集 族 所 成 的 
和 集合， 在 团 中 以 如 下 方式 引入 偏 序 ， 纺 , 编 E 和 8, 则 胸径 表 
示 勾 E 甸 . 

现在 证 明 具 有 偏 序 “ 择 "的 办 满足 Zorn 引 理 的 条 件 ， 为 此 目 
的 , 设 {Go|lcE4, 4 是 某 个 指标 集 } 是 郧 的 全 序 子 集 . 定义 绍 = 
总 氏 ， 也 就 是 说 , 多 的 元 素 是 诸 经 中 的 每 个 集合 , 现在 证 明 
EE 加 ， 首 先 , 由 于 每 个 多 "多 ， 所 以 绍 习 又 因为 每 一 个 BE 
绿 都 是 某 个 用 c 的 元 素 , 因此 BE 也 ， 最 后 , 我 们 必须 证 明 络 具 
有 有 限 交 性 ， 为 此 , 设 BBs, …, 于 E 杀 由 级 的 定义 ,对 每 一 
个 名 都 有 BLE 5B8,， 因 为 {8s} 是 全 序 集 , 因此 存在 JE7 友 办， 

和 


使 得 对 所 有 5(1S6E 及 ， 痢 有 红 反 胎 ,。 这 就 是 说 对 所 有 i 二 
证 态 ， 都 有 色 C 到。 因为 弘 。 具有 有 限 交 性 且 BE 对 每 
一 个 座 1 和 三 且 成立, 因此 

| 人 Bb. 
所 以 绍 具 有 有 限 交 性 ， 最 后 ,根据 红 的 定义 显然 对 每 一 个 w 都 
有 乡 二 乡 。, 因此 到 奔 绍 ， 所 以 风 的 每 一 个 全 序 子 集 在 思 中 有 上 
界 . 

现在 我 们 可 以 顺利 地 对 中 应 用 Zorn 引 理 ， 我 们 已 经 看 到 ， 
引入 偏 序 的 名 满足 Zorn 引 理 的 条 件 , 由 此 可 设 中 是 见 的 最 大 元 ， 
因为 3.11 已 经 保证 了 这 个 最 大 元 的 存在 .因此 吐 E 见 而 且 有 

(1D) 吐 具 有 有 限 交 性 . 

(2) MR 

(8) 如 果 时 好， 则 刚 衬 跟 。 假 著 界 忆 且 负 具 有 有 限 交 
性 , 则 器 E 名 ， 因 此 如 果 叶 光 现 则 有 名 > 跑 , 这 与 詹 的 最 大 性 矛 
后， 我 们 看 到 , 就 有 限 交 性 而 论 , 岗 是 最 大 的 . 

的 投 有 Ma …， MsE 员 ,又 设 Mo= 从 axg( 因 为 中 
具有 有 限 交 性 )， 现 在 设 ~ 跑 U {Md} 且 设 全, Ws，…, NoE 
.hp 如 果 六 (LE5S 四 都 是 焉 的 元 素 , 则 由 于 跟 具有 有 限 交 人 性 ， 
所 以 ， 

中 加 
如 果 对 某 个 j ,有 轨 := Mo ,出 
Wm- mnN (Mm) + 
这 里 这 了 时 入.E 钢 ， 由 于 喘 具 有 有 限 交 性 ， 因 此 这 个 交 是 不 空 
的 ， 又 显然 有 .从 三 财 与 .WN' 刁 ,这样 驶 大 -NM, 由 于 吕 是 最 大 
的 , 帮 有 喘 一 .', 也 就 是 说 MoE 野 ， 所 以 中 的 任意 有 限 个 元 素 
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之 交 也 是 冉 的 元 素 . 由 

我 们 现在 证 明 Tychonoff 定理 . 

3.13 定理 ” 设 五 是 紧 空 间 (aE€ 4，4 是 指标 集 ), 则 具有 积 
拓扑 的 瑟 =~ XX 也 。 也 是 紧 空 间 . 

证 明 设 多 ={ 了 8} 是 对 的 任意 具有 有 限 交 性 的 子 集 族 ， 又 
设 野 是 满足 下 面 四 个 条 件 的 集 族 ( 它 的 存在 已 经 由 8.12 保证 )。 

人 虹 具有 有 限 交 性 

(2) 贡 三 . 红 。 

(8) 就 有 限 交 性 而 论 哎 是 最 大 的 . 

(4) 跑 中 任意 有 限 个 元 素 的 交 仍 然 在 跟 中 . 
定义 钢 。= Pr 于， 也 就 是 说 形 .E 钢 。 当 生 仅 当 对 某 一 个 耻 E 哎 ， 
有 He 一 Pr. 歼 ， 显 然 , Ws 保留 了 于 的 有 眼 交 性 . 又 因为 互 c 是 
紧 空 间 且 岗 。 是 互 。 的 子 集 族 , 由 3.6 可 以 得 出 

门 WR. 


Nee 

对 每 一 个 m 选取 “EY, 再 .定义 % 一 (we)， 也 就 是 说 点 x 的 
第 a 举 标 是 

现在 证 明 “EY 到, 设 可 是 “的 邻 域 , 则 存在 基 元 B, 使 得 
TEBCU, 发 

B= 
其 中 总 是 积 拓扑 的 次 基 中 的 元 素 , 也 就 是 说 
Br X Yo, Yo Xe 

这 里 有 可 能 有 一 个 a 例外， 对 它 有 了 w 一 Ow(0w 是 琅 w 中 的 开 
集 )， 因 为 对 每 一 个 i, 都 有 zEPES 所 以 zs€ Px,5: 一 了 a, 其 中 


无 论 了 = 下 < 或 者 了 =Ou 都 是 互 。 的 开 集 .又 因为 对 于 每 一 个 
MEMa 有 za ERM, YN Mz 


.97 ， 


因 曾 对 于 每 一 个 以 及 对 于 每 一 个 胜 E 钢 都 有 基站 5: 妈 四 
所 以 由 中 增加 ;后 不 会 破坏 骂 的 有 限 交 性 .但 就 有 限 交 性 而 
论 虹 是 最 大 的 ， 因 此 对 于 每 一 个 # 都 有 总 E 踊 ， 又 内 为 次 中 的 
有 限 个 元 素 之 交 仍 然 在 豫 中 ,因此 


BS.em, 
设 凑 E 避 , 则 因为 BE 册 , 而 且 呐 具有 有 限 交 性 , 所以 并 站 
B#$， 因 此 对 每 一 个 以 E 册 都 有 EE ， 从 而 2€ 站) 慑 . 因为 
次 刁 钢 , 所 以 


根据 3.6, 瑟 是 紧 空 间 . 目 


例子 (和 练习) 

3.4 在 具有 导 党 拓扑 的 实 平面 中 ,任意 闭 的 有 界 集合 ( 它 的 拓扑 
是 平面 寻常 拓扑 的 相对 拓扑 ) 是 紧 的 . 

3.5 ” 试 证 如 果 三 是 紧 空间 , 了 是 Hausdorff 空间 , f: 卫 -> 了 是 
映射 , 则 六 ) 是 工 的 闭 子 集 . 

3.6 ” 试 证 在 3.12 中 向 只 引入 的 偏 序 的 确 是 偏 序 . 

3.7 设 革 一 XX。 作 为 积 空间 是 紧 空间 , 证 明 每 一 个 也。 是 紧 
空间 ，[ 提 示 ; 用 3.7.] 


$2 分 离 公理 
现在 暂 不 考虑 紧 空 间 而 转 到 讨论 开 集 分 离 点 或 闭 集 的 问题 上 
来 。 我们 以 如 下 方式 向 空间 引入 一 组 分 离 公理 、 
8.14 定义 ” 设 六 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 它 满足 如 下 所 述 的 
公理 Ti(i=0, 1, 2, 3, 名, 则 称 子 是 了 ;空间 (一 0, 1, 2, 3, 4)， 
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Zo 公理 -对 每 一 组 2, gE 三 ,zx 纺 或 者 存在 ULE Uo， 使得 
9 全 U0; 或 者 存在 VE %, 使 得 w 竺 V， 
TD; 公理 ， 对 每 一 组 %, YE 了 , vy, 存在 UE Ws 和 JE 
使 得 y4U 和 wy. 
Ts 公理 ， 对 每 一 组 v, yE 下 , owy, 存 在 UE Ws 和 VE 及, 
使 得 UN 一 $. 
和 公理 ， 对 每 一 点 EX 与 每 一 个 闭 集 OE 有 ,如果 w 竺 0? 
则 存在 FE 人 Ge 与 DEC (O 是 耶 的 开 集 族 ), 使 得 
Oc0 HONU=$. 
Ts 公理， 对 每 一 对 不 相交 的 闭 集 0, 了 三 瑟 , 存 在 0 0, EO 
使 得 CEO 与 DE0s 且 O.Nn0s-$. 
在 给 出 这 个 定义 的 一 些 解释 之 前 ， 先 证 骨 一 个 简单 前 定理 . 
3. 坊 定理 空间 蕊 是 史 空间 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 点 都 是 了 
的 . 
证 明 设 wE 尼 ,对 每 一 点 yE 邓 , yw, 选取 UE 人 W, 使 得 
% 竺 0, 所 以 一 {2} 宇 0。 因此 ,对 每 一 点 yE 一 {0 及 一 {0} 
E im 根据 1.3 可 知 下 一 {2} 是 开 的 , 从 而 {2} 是 闭 的 . 
反之 , 设 5E 了 X,YyE 了 XY 且 %*y, 因为 {0} 是 闭 的 , 所 以 下 一 
襄 是 开 的 。 又 因为 YE 对 一 {2}, 所 以 耻 一 {tw} € 入 ， 同 理 可 得 
入 一 {中 EU, 因此 马 是 Za 空间. 目 
表达 上 面 定理 的 语言 容易 受到 指南， 因为 点 实际 上 不 可 能 是 
闭 的 ， 应 该 将 它 说 成 集合 {2} 是 闭 的 .但 我 们 仍然 认为 “点 是 闭 的 ” 
这 种 说 法 较 好 ， 因 为 这 样 的 说 法 更 简单 而 且 更 有 表现 力 ， 只 是 我 
们 应 当 将 这 种 说 法 解释 为 它 指 的 是 形 如 {2} 这 样 的 集合 是 闭 的 . 
现在 让 我 们 更 严密 地 考察 3.14， 首 先 注意 到 ,7s 公理 正好 是 
说 一 个 空间 是 Hausdorff 空间 ， 因此 ,Hausdorff 空间 类 与 Ps 空 
间 类 是 相同 的 ， 其 余 有 关 3.14 的 讨论 留 作 下 面 的 练习 . 
99. 


例子 (和 练习 ) 

3.8 设 且 是 具有 右 序 拓扑 的 偏 序 集 , 则 了 是 To 空间 但 不 必 是 
2 空间 . 

3.9 设 并 是 任意 一 个 无 限 集 ， 定 义 

C={010=$ 或 0= 了 , FF 是 有 限 集 }， 

报 据 1.6, 如 在 及 上 产生 一 个 拓扑 .具有 这 样 括 扑 的 于 
是 Za 空间 但 不 是 Ts 空间 . 

3.10 设 下 有 其 有 平庸 拓扑 , 则 万 是 Ts 空间 但 不 必 是 Ts 空间 , 因 
为 在 下 中 单个 点 不 必 是 闭 祭 . 

3.11 设 肚 是 太空 间 , "是 4 总 的 极限 点 ， 则 对 每 一 个 ZE 
ln UN A 是 无 限 集 . 

3.12 设立 是 Zi 空间 ,* 是 4E 允 的 极限 点 , 也是 式 中 的 有 限 
集 , 则 “是 4 一 五 的 极限 点 ， 

3.13 设 广 是 ZT 空间 ,五 是 六 中 的 有 限 集 , 则 也 没有 极限 点 . 


如 前 面 练习 表明 的 那样 , 每 一 个 ZT 公理 不 一 定 比 Ts 公理 更 
强 , 因为 我 们 已 经 看 到 有 这 样 的 空间 , 它 是 ?es 空间 但 不 是 和 空 
间 ， 如 果 我 们 有 一 列 逐 个 变 强 的 公理 , 使 得 其 中 的 任何 一 个 能 够 
推导 出 前 面 一 个 , 这 将 是 令 人 满意 的 .为 了 得 到 这 样 的 公理 ,我 们 
给 出 下 面 的 定义 。 

3.16 定义 (一 个 空间 如 果 既 是 如 空间 又 是 了 了 : 祈 间 , 则 
称 它 为 正则 空间 . 

《2) 一 个 空间 如 果 既 是 了, 空间 又 是 也 空间 ,， 则 称 它 为 正规 
空间 . 

在 进一步 讨论 之 前 , 对 于 用 “正规 ”这 个 词 去 表示 拓扑 空间 的 
性 质 作出 一 些 解释 是 必要 的 ， 因 为 在 数学 辞 汇 中 也 许 没有 什么 词 
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比 它 更 用 得 过 度 了 ， 昌 然 如 此 ,由 于 “正规 ”一 词 用 于 既是 了 , 又 是 
到 的 空间 已 是 源远流长 ,引入 新 的 术语 必 导致 新 的 混乱 ， 让 我 们 
坚持 这 一 习惯 用 请 . 

关于 术语 的 又 一 个 注 靶 7; 空间 的 概念 属于 Alexandrof 与 
Hopf， 他 们 的 概念 与 我 们 在 这 里 引入 的 概念 有 些 差 别 ， 这 些 差别 
是 微小 的 , 也 即 是 我 们 称 为 正则 空间 的 他 们 称 为 和 空间 以 及 我 们 
称 为 正规 空间 的 他 们 称 为 于 空间 ， 某 些 著者 用 Alexandroff 与 
Hopt 的 说 法 ， 而 有 些 著者 又 用 我 们 这 里 的 说 法 ， 因 此 ， 在 阅读 其 
它 书 智 时 ,读者 应 当 注 意 术语 “7 空间 ”与 “7 空间 "究竟 指 的 是 这 
两 种 含义 中 的 孵 一 种 . 

8.17 定理 ”在 拓扑 空间 的 下 述 性 质 中 ， 每 一 个 性 质 都 比 其 次 

- 一 个 作 质 更 强 ， 正 规 性 ,正则 性 , (Hausdorff), Ts, Zu。 也 就 
是 说 , 如果 一 个 空间 满足 这 些 性 质 中 的 任何 一 个 性 质 , 则 它 也 满足 
这 个 性 质 以 后 的 各 个 性 质 . 

证 明 留 作 练习 . 目 

现在 给 出 正规 空间 与 正则 空间 的 另外 一 些 特征 . 

3.18 定理 了 T, 空间 大 是 正则 空间 当 且 仅 当 对 每 一 个 GE 马 
以 及 每 一 个 UE ,存在 PE ,使 得 FED. 

证 明 设 开 是 正则 空间 , 则 它 满足 Ts 公理 . 设 2EX, UE 
,根据 1.4 存在 OEC, 使 得 zcEOEI7. 显然 9 是 闭 的 且 w 竺 0 
因此 存在 0 0,EO, 使 得 aE04, DC0s 且 OnO-g 设 太 - 
05, 则 六 是 闭 的 ， 又 因 On 0 一 由 故 有 2EOICO8- 太 ， 六 为 加 
EC 根据 1.4 VE &e， 最 后 , 因为 CEOu 六 -08EOEU, 又 因 
为 六 是 闭 的 ,因此 也 ED. 

反之 , 设 邓 满足 所 给 的 条 件 , 则 因 是 ,空间 ,因此 我 们 只 
需 证 明 开 是 2 空间 即 可 ， 设 =E 瑟 , C 王 久 , 0 是 闭 集 且 2 革 0. 
则 wE0=0",0 是 开 集 ,因此 OE WW, 选取 六 E 和 (根据 1. 生 可 以 
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取 了 是 开 的 ), 使 得 EVEEPFE0, 设 U=P, 则 品 是 开 的 , Zn 
五 =, 且 0-0OEF*=U， 这 样 一 来 ,存在 开 集 U, VV, 2EV, OE 
区 而 且 Zn 太 = 由 因此 了 节 是 Ts 空间 . 目 

3.19 定理 Ti 空间 了 是 正规 空间 当 且 仅 当 对 每 一 个 闭 集 0 
以 及 每 一 个 包含 0 的 开 集 UCOED), 存在 开 集 及, 使 得 CEF 
和 ET. 

证 明和 留 作 练习 (仿照 8.18 的 证 明 ). 征 


例子 (和 练习 ) 


3.14 设 了 是 平面 上 的 单位 正方 形 , 这 个 平 而 具有 练习 1.74 装 
述 的 拓扑 , 则 了 是 Hausdor 企 空间 但 不 是 正则 空间 ， 因 为 
对 点 一 ( 雪 , 0) 与 开 集 本 (S3Co) 让 U 介 ,不 存在 2 
的 邻 域 , 使 得 PEU. 

3.15 上 面 练习 3.14 给 出 的 空间 是 第 一 可 数 空间 但 不 是 第 二 可 
数 空 间 . 

8.16 设 育 = {bw, 扫 |w 9 是 实数 , y 宇 0}。 如 下 定义 F: 如 时 
(人 扩 ER 一 {(z, 护 1y 和 >0}, 定义 
Maw 一 人 D10 己 基 6.(w, 切 , S,(w, 殷 是 关于 (oo 切 的 

8- 球 , y>>8 交 0}; 
如 果 (%, 纺 EY(W) 一 {Cg 护 |y 一 0}, 定义 
Dew = {U1U SUS, %, o) U {Cs, WY}. 

册 (W,，.) 是 正则 空间 但 不 是 正规 空间 

3.17 如 果 记 卫 2 3, 证 明了 空间 的 子 空间 是 ZT 空间. 

3.18 证明 定理 3.17. 

3.19 证 明定 理 3.19. 

3.20 如 果 i 一 1 2, 3, 4 证 明 ZT 空间 的 同 胚 象 是 玫 空间 ， 
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下 一 个 定理 指出 了 Hausdorff 空间 ,正规 空间 , 紧 空 间 之 间 的 
联系 . : 

38.20 定理 。 紧 的 Hausdorff 空间 XX 是 正规 空间 (从 而 也 是 正 
则 空间 ). 

证 明 ”因为 一 个 Hausdorxf 空 间 ( 亦 就 是 Ts 空间 ) 是 天 空 
间 , 因此 我 们 只 需 证 明 之 满足 7 公理， 下 面 分 两 步 进行 。 首先 
证 明 节 满足 T 公理 .为 此 目的 , 设 wE, O 太 , m0 且 C 是 
闭 集 ， 根据 3.10, 作为 子 的 于 空间 , O 是 紧 的 ， 对 于 每 一 个 yE 
0, 因为 卫 是 Hausdorff 空 间 , 存在 一 对 邻 域 O,, Ow( 可 以 取 为 开 
集 ) 使 得 0,Nn0w 一 和 nEO 9gEO,， 现 在 吉 jj0,0, 又 由 于 0 是 
紧 的 存在 有 限 集 {yl 一 1， 2 …， mj}, 使得 0 三 Ow。 设 Oo 是 
与 0, 对 应 的 开 集 (i 一 1 2 …， m), 定义 

0- 由 Om 0-ow% 
则 0 与 0 都 是 开 集 , CE0, wsEO. 又 O00 一 者 因 为 ,如 果 
zE0- 电 0 
则 zEO( 对 某 一 个 人 ,因为 On 由 Ow 一 办 故 
2¢$0ww20, 

因此 2E0, 所 以 OnO' ~ 多 从而 下 满足 Ts 公理. 

现在 证 明 区 消 足 Zr, 公理 。 设 0, DE 了 ,0, 也是 不 相交 的 
闭 集 ， 因为 克 是 Pa 空间 , 故 对 每 一 个 EC， 存在 开 集 Us, Us 
使 得 zEUs, DEUs 且 UsN Us 一 $。， 因 为 0 是 紧 的 Hausdor 人 ff 空 
间 的 闭 子 集 , 因此 C 是 紧 的 , 又 因为 OjUs。 因 而 存在 有 限 集 
{mli= 2,…, 中, 使得 OY Uo， 设 


UWUs, V-M 0 
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这 里 的 U5, 是 与 Us, 相 应 的 开 集 .与 第 一 部 分 的 证 明 相同 ,可 以 得 
出 品 与 是 不 相交 的 开 集 且 OEU, DEV, 因此 总 满足 Te 公 
理 . 是“ 

下 面前 定理 有 这 样 一 个 特点 ， 它 将 空间 条 件 与 映射 条 件 结合 
起 来 保证 了 一 个 同 胚 的 存在 ， 这 个 定理 有 时 也 有 用 处 . 

8.21 定理 设 了 是 紧 空 间 , 了 是 Hausdorff 空 同 , J:X> 了 
是 一 一 满 映 射 , 则 了 是 同 胚 . 

证 明 根据 练习 2.5, 我 们 只 需 证 明了 是 闭 映射 。 设 OE 芳 ， 
C 是 闭 集 ,根据 8.10, CO 是 紧 的 .又 根据 3.7, 了 (0) 是 紧 的 . 再 根 
据 3.9, 由 于 了 是 Hausdor 生 空间 ,因此 了 (0) 是 闭 的 , 所 以 了 是 财 
映射 ， 目 

我 们 已 经 注意 到 (参看 练习 3. 节 ), 如 果 4i= 了 2 或 3 则 了 4 空 
闻 的 每 一 个 子 空间 也 是 工 , 空间 ， 因 此 正则 空间 的 子 空间 也 是 正 
则 空间， 不 幸 的 是 这 一 点 对 正规 空间 不 成 立 , 也 就 是 说 确实 有 这 
样 的 正规 空间 , 它 的 子 空间 不 是 正视 和 的， 证 明 这 一 点 将 是 下 一 个 
例子 的 目的 。 这 个 例子 既 长 又 较 复杂 ,因此 我 们 较 详细 地 作出 它 ， 
而 只 将 少数 几 处 留 给 读者 去 证 明 ， 在 这 个 例子 中 , 考察 的 对 象 "长 
度 " 比 “宽度 "大 , 因此 通常 称 为 Tychonoff 板 ， 


例子 (和 练习 ) 

3.21 《Tyohonog 祝 ) 设 广 是 任意 一 个 不 可 数 集 , “<” 是 9 上 
的 良 序 ,也 就 是 说 ,如 果 人 J 王 9, 下 + 由 则 存在 1ET, 对 所 有 
sET 有 ts 或 1=s. 虽然 我 们 在 这 里 没有 给 予 证 明 , 但 这 
样 的 良 序 的 存在 可 以 由 选择 公理 保证 ， 设 Z1 是 具有 导 党 
序 的 正 整 数 集 , 又 设 了 SxZ+， 并 在 了 上 建立 字典 式 序 
“< "[ 也 就 是 说 (9 各 < (5 2m) 当 生 仅 当 或 者 s<t 或 者 3 
和 nm < 这 里 “< 表示 整数 通常 的 大 小 拓 序 关系 1]， 我 们 
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注意 到 了 被 “<” 良 序 化 ， 设 人 2EY 是 在 字典 式 序 下 了 中 
有 下 述 性 质 的 第 一 个 元 素 ; :Q 前 面 有 了 中 不 可 数 个 元 素 . 
设 % 是 $ 的 第 二 个 元 素 , 又 没 w= (ss, 们 , 这 里 是 了 中 
具有 下 述 性 质 的 第 一 个 元 素 : 中 前面 有 王 中 无 限 多 个 元 
素 . 最 后 , 设 
Ko- {yyEY, ys0}, X=- {ylyEY, yso0}, 
并 赋予 叉 。 与 了 以 区 闻 拓 扑 ， 也 就 是 说 如 果 zE Xi 一 
0, 了 D, 设 
Tan = {yy} 
又 设 
gu= 址 1 三 Ta 这 里 和 <2<20} 

且 当 Y 是 瑟 ! 的 第 一 个 点 或 是 XY; 的 最 后 一 个 点 时 需 加 适 
当 修改 ， 例 如 ”是 忌 ! 的 最 后 一 个 点 ， 则 2 的 邻 域 是 包含 
世 1s5<Yy 至 对 类 型 区 间 的 集合 . 

现在 我 们 可 以 证 明 定 。 和 克 1 都 是 紧 的 吾 ausdorfr 空 
闻 。 但 在 这 里 只 证 明 歇 o 是 紧 空 间 , 而 将 Xo 与 1 是 
Hausdorf 空间, 六 + 是 是 o 的 闭 子 空间 的 证 明 留 给 读者 . 
设 {0。} 是 XX。 的 开 和 覆盖, 则 存在 OoE {0o}, 使 得 EO。 和 
存在 zoEOo 使 得 区 闻 Tmo 三 0。。 如 果 存 在 {0o} 的 有 限 子 
族 ,使 得 Iss 包含 在 这 个 有 限 子 族 的 并 中 , 则 称 “w 是 一 个 
可 达 点 ”, 这 里 mm 是 开 s 的 第 一 个 元 素 ， 又 设 

4 = 她 | 科 笃 z 反 wo, x 不 是 可 达 点 }. 
设 4# 由 则 因 于 。 是 良 序 集 , 因 而 4 有 第 一 个 元 素 4, 且 可 
适当 选取 0。, 使 得 aEOsE€ {0z}， 又 , 存在 Tw 三 0s, 此 处 
5<z<e, 又 因 @ 是 4 的 最 小 元 素 ,8 条 4, 所 以 是 可 达 的 ， 
由 此 存在 {0。} 的 有 限 子 族 , 使 得 Te 包含 在 这 个 有 限 子 族 
的 并 中 , 因此 这 个 有 限 子 族 加 上 Cu 以后, Tea 也 要 包含 在 这 
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个 新 的 有 限 子 族 的 并 中 , 这 说 明 a 是 可 达 的 ,因此 @ 持 4, 这 
个 矛盾 说 明 4 一 $， 因 此 对 每 个 4, 只 要 各 所 sw 和 wo, 则 就 
是 可 达 的 ,特别 是 w 也 是 可 达 的 。 因 此 , 包含 Tso, 在 其 并 
中 的 有 限 子 族 连 同 Oo 一 起 就 能 秦 盖 子 o, 故 互 o 是 紧 的 . 

我 们 现在 考虑 空间 2 一 卫 。x 1。 因为 辽 。 和 不 是 
紧 的 , 根据 3.13 可 知名 也 是 紧 的 , 又 因为 每 一 个 因子 空间 
都 是 Hausdorff 空间 ,因此 2 也 是 Hausdor 储 空间， 册 此 
根据 3.20, Z 是 正规 的 ， 空 间 和 称 为 Tychono 人 ff 板 。 考 虞 
子 空间 2'=Z 一 {C98, wm)}, 则 2’ 不 是 正规 空间 ， 因 为 , 如 
果 Z1 一 们 |3E2, ?一 (w, wm), 9 是 任意 的 }( 也 就 是 说 , 板 的 
顶 边 ) 和 Zs 一 入 |zEZ, z==《Q, 四, 2 是 任意 的 } (也 就 是 
说 , 板 的 右边 ), 则 Ya 和 23 是 各 的 六子 集 , 因为 它们 是 点 
在 诸 射 影 上 映射 下 的 道 象 .由 此 , 21 一 21 站 2' 和 22 一 Zan 下 
是 2Z' 的 闭 子 集 , 且 因 为 Yi 人 站 2s= (2, o) 竺 2 因此 它们 
是 不 相交 的 。 现在 设 01 与 她 是 8 的 任意 开 集 且 以 二 经 
和 0 二 3。 考虑 覆盖 了 板 右 端 的 05, 它 是 基 元 的 并 ,也 就 
是 说 它 是 形 如 矩形 Iwo x sa 这样 的 集合 的 并 (这 里 vo<2， 
44<zo). 由 于 区 间 Tu.o 的 起 点 2 的 集合 是 可 数 的 ,根据 下 
面 的 练习 3.22, 它 有 一 个 上 界 <2， 考虑 点 (oo 0) E24 
则 (%, w) E01 且 存 在 矩形 

R= 1s X Too, 
这 里 zs<z<wm, 为 <w， 使 得 (%, wo) E RESO 这 说 明 ( 参 
看 下 面 练习 3.28) 
RNO¥9, 因此 OiN O29. 

由 此 得 出 Z' 不 是 正规 的 . 
证 明 xc 的 任意 可 数 集合 有 最 小 上 界 *< 纪 其 中 对 每 个 
a, Wa, Ta Ro, 
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3.23 证 明 上 面 练习 3.21 中 的 闻 Ooz 由 
3.24 在 上 面 练习 3.31 关于 瑟 。 紧 性 的 证 明 中 ,为 何 仅 须 考 虑 点 
gE4 使 得 <a<Q? 


注 ”前面 对 Tyohono 人 f 板 的 描述 原 可 以 简化 许多 。 我 们 现在 这 样 
作 的 原因 在 于 想 避 开 引 入 序数 的 概念 ,对 于 熟悉 序数 的 学 生来 说 ， 
空间 和 显然 是 不 超过 第 一 不 可 数 序数 8 的 所 有 序数 的 集合 , 而 
互 ! 显然 是 不 超过 第 一 无 限 序数 上 的 所 有 序数 的 集合 . 


Tyehoneff 板 促进 了 一 类 空间 的 定义 ,这 类 空间 的 每 一 个 于 
空间 都 是 正规 的 . 

3. 驶 定义 一 个 空间 称 为 完全 正规 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 
子 空间 是 正规 的 。 “ 

我 们 现在 希望 将 完全 正规 空间 与 某 些 其 它 人 性 质 联系 起 来 ， 但 
这 首先 需要 一 个 结果 , 这 个 结果 通常 称 为 Lindelif 定理 . 

3.23 定理 设 并 是 具有 可 数 基 的 空间 , 又 设 

{Ola€E 4} 
是 了 CX 的 开 覆 盖 , 则 存在 可 数 子 覆 座 {0:} 和 {02}. 

证 明 对 %EY 及 某 0。 满足 2E Ou 则 可 对 应 Bs€ 妇 使 2E 
Bas 三 0o, 定义 {Bs} {BasEB|2EY, a€ A vw€ Be,sE0o}. 
因为 多 是 可 数 的 且 {Bo} 刁 如 , 因而 {Bo} 也 是 可 数 的 ,也 就 是 说 
{Bd} 一 {及 i 一 1 2,"…， 这 是 将 Bo 重新 标记 以 正 整数 指标 后 得 
出 的 ， 使 每 一 个 B; 对 庶 一 个 0; 合 于 Bi 三 0;€ {04}, 则 {O11 一 
1, 2 … 汪 就 是 所 希望 的 可 数 村 次， 因为 {04} 显然 是 可 数 的 , 且 
{CIE{OJ、 如 果 wEZ, 则 有 某 个 w 使 GO 因此 有 某 个 各 使 
得 sEBos= 有 ~. 放 zEEO 从 而 局 OF 上 
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证 明了 Lindelif 定理 ,我 们 现在 可 以 得 出 下 一 个 定理 . 

8.24 定理 每 一 个 具有 可 数 基 的 正则 空间 都 是 完全 正规 空 
间 . 

证 明 ， 根据 缘 习 1.72 和 练习 3. 区 可 以 看 出 , 具有 可 数落 的 
正则 空间 的 任意 子 空间 也 是 具有 可 数 基 的 正则 空间 ， 因 此 我 们 只 
需 证 明 具 有 可 数 基 的 正则 空间 是 正规 空间 即 可 . 

为 此 目的 , 设 和 刀 是 站 中 不 相交 的 闭 子 集 ， 对 每 一 点 
E0, 存 在 开 集 U, 使 得 %EU.CD.CD, 也 就 是 说 ,由 D 一 $. 因 
为 C0:20, 术 据 3.33, 我 们 可 以 选取 可 数 子 集 {U1 一 1 2，… 
ETUslzEcy 使 得 

只 sc. 
与 此 类 似 地 , 可 以 选取 {Vi 一 1 2,…} 使 得 
V.no-$, WriaD. 
现在 定义 Oi= [ru 到 1 一 VV; 且 此 后 归纳 地 定义 
0.-Un 伯 天) 和 了 -Fn 从 克 )， 

显然 0, 与 本 ,是 开 的 , 因此 

0-HH0 与 WW- 避 W 
是 开 的 .又 因为 对 每 一 个 和 .OS 天 而 且 C 忆 中 Ve 因此 OS0. 
同样 可 以 得 出 DES 玉 我 们 又 注意 到 如 果 mn 宇 m, 则 

0.Nnwa=D0oN( 人 PE) nYan( 册 本 )EPsnV。 一 和 

如 果 % 扎 m, 则 

O.NW,EU NT ~$, 
由 此 对 每 一 个 m, 有 0Qum 了。- 由 因此 O01 琅 一 由 于 后 面 这 个 
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等 式 对 每 一 个 成立, 因此 我 们 有 0 环 =d， 于 是 , 我 们 已 经 作 
出 了 所 和 需 的 包含 人 和 CO 的 不 相交 开 集 , 因此 是 正规 的 ， 目 


例子 (和 练习 ) 


引 .25 试 证 每 一 个 完全 正规 空间 是 正规 的 . 
3.36 试 证 每 一 个 具有 可 数 基 的 正则 空间 是 正规 的 . 
3. 轨 试 证 完全 正规 空间 的 每 一 个 子 空间 也 是 完全 正规 的 。 


8$3 列 紧 性 (Countably Compact)* 


我 们 过 去 曾经 看 到 实 直 线 上 的 Heine-Borel 定理 启发 我 们 给 
出 了 紧 性 概念 . Bolzano-Weierstrass 性 质 是 实 直 线 的 另 一 个 性 
质 ， 它 的 一 种 说 法 是 实 直线 的 任意 有 界 无 限 闭 集 有 属于 这 个 集合 
本 身 的 极限 点 ， 这 个 性 质 导 出 了 下 面 列 紧 狂 的 定义 . 

8.25 定义 设 开 是 一 个 拓扑 空间 ， 如果 互 的 每 一 个 无 限 子 
集 在 互 中 有 极 良 点 , 则 称 了 是 列 妈 的。 

立刻 可 以 看 出 列 紧 性 不 比 紧 性 更 强 .下 一 个 定理 就 指出 了 这 
一 点 . 
8.26 定理 设 并 是 紧 空 间 , 则 达 是 列 紧 空间 ， 
证 明 设 4E 允 是 无 恨 集 ， 如 果 4 在 三 中 没有 极限 点 ,由 
4 中 选 出 不 相同 的 点 组 成 无 限 序列 {2,}, 则 {zs} 在 下 中 也 没有 
极限 点 。 因 此 对 每 一 个 % 存在 开 集 PuE 入, 使 得 


* 校注 ， 本 节 莱 文 标题 是 Countably Compact, 这 词 在 一 般 拓扑 学 文献 中 几乎 都 
是 指 空 他 的 任 一 可 数 开 闭 羔 必 有 有 限 子 潼 盖 这 一 性 质 , 中 译 为 “可 教 紧 性 当 但 本 书 却 
用 此 词 描述 空间 的 无 根子 集 必 有 航 限 点 这 一 性 质 (3.26), 后 者 相应 的 中 文 名 词 是 “ 列 紧 
性 ”。 这 两 者 是 不 同 的 ， 其 关系 可 见 本 节 习题 3.29，3.30 及 定理 3.29。 为 了 不 造成 
名 词 的 不 必要 混乱 , 尊重 申 外 文献 中 名 词 的 习惯 用 法 , 本 书 作者 用 的 Countably 
Compact 一 词 都 撤 其 内 六 译 成 “ 列 紧 ", 并 且 本 节 内 作者 关于 此 英文 名 词 独特 用 法 的 几 
段 话 , 固 似 嫌 附会 , 亦 予 删 前。 
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Vf zs 一 mr 
又 注意 到 对 每 一 个 y¢ {ww}, 因为 9 不 是 {ww} 的 极限 点 , 所 以 存在 
开 集 VE 镶 , 使 得 Vy ts 一 网 设 

Vo= {J Vy, 


sth) 


则 Vo 是 开 集 。 现 在 、 
Yr-X 
但 这 个 开 又 盖 昌 然 没 有 有 限 子 族 能 获 凌 义 , 因为 如 果 除 去 了 任何 
一 个 及 (6 苦 卫 ,也 就 除去 了 wm。 这 说明 并 不 是 紧 的 ,这 个 矛盾 证 
明 芝 是 列 紧 空间 . 目 
事实 上 , 列 紧 性 比 紧 性 弱 ， 也 就 是 说 存在 到 的 列 紧 空间 - 下 
面 的 例子 就 指出 了 这 一 点 . 


例子 (和 练习 ) 
3.28 设 区 是 正六 数 集 豆 一 {25, 2 一直 ,又 设 乡 {Bili=1, 2 
"…} 是 至 的 拓扑 的 基 , 则 不 是 列 紧 空 间 但 不 是 紧 空间 . 
3.29 如果 下 是 这 样 一 个 空间 ， 天 的 每 一 个 可 数 开 覆 盖 包 含 习 
的 有 跟 子 发 盖 , 则 节 是 列 紧 空 间 . 
3.30 证 明 上 面 练习 8.28 中 的 空间 并 虽然 是 列 紧 空间 ， 但 并 不 
具有 每 一 个 可 数 开 柳 盖 都 有 有 限 子 覆 盖 这 样 的 性 质 . 
3.31 证 明 列 紧 空 间 的 任意 闭 子 空间 也 是 列 紧 的 . 


前 面 的 练习 指出 了 一 个 使 人 遗憾 的 情况 (在 练习 3.29, 3.30 
中 》 也 就 是 说 ,虽然 具有 每 一 个 可 数 开 覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 这 样 性 
质 的 空间 是 列 紧 空 间 , 但 是 相反 的 论述 并 不 成 立 ， 对 他 附加 一 个 
条 件 后 (假设 耻 是 空间 ) 能 使 这 两 条 性 质 等 价 ， 下面 的 定理 
就 指出 了 这 一 点 。 
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8.87 定理 设 和 是 到 空间 , 则 并 是 列 紧 空间 当 且 仅 当 马 
的 每 一 个 可 数 开矿 盖 包 含有 限 子 覆盖 . 

证 明 上 而 的 练习 3.29 证 明了 这 个 定 更 的 充分 性 部 分 ， 因 
此 我 们 只 需 证 明 由 列 紧 人 性 能 导出 及 给 的 条 件 ， 为 此 目的 , 设 {0 
是 覆盖 芳 的 可 数 开 集 族 , 如 果 没 有 有 限 子 族 能 狠 盖 耳 , 则 对 任何 
% 0 一 下 一 迪 04, 都 有 Cuzg， 作 为 开 集 的 余 集 , C0， 是 闭 的 而 且 
0, 汪 Omri。 因此 对 每 一 个 %, 我 们 都 能 选取 点 zo€O。。 如 果 集 合 
8 一 {zr|n 一 1,2,…} 是 无 限 集 , 因为 是 列 紧 的 , 因此 人 在 站 中 
有 极限 点 .so， 根 据 练习 3.12, oo 是 集合 

Sy= {wn|n=6, E+1, ""} EO% 

的 极限 点 ， 因 为 Os 是 闭 的 , 对 每 一 个 上 都 有 zo EO%, 因此 对 任何 
大 都 有 zo 生 Os, 这 与 {0.} 覆盖 和 矛盾 ， 这 说 明 集合 8= fn 一 
1, 2 中 是 有 限 集 ， 因 此 存在 中 及 丈 >0, 使 得 对 所 有 的 % 莽 丈 都 
有 zz'， 如 前 所 述 ,对 w>> 村 有 w'EOs, 又 因为 04 是 集合 的 北 
减 序列 (也 就 是 说 0 己 Csss), 因此 对 及 有 的 % 都 有 2'E Os。， 这 表 
示 对 所 有 zz 全 0 因此 {Os} 不 是 覆盖， 由 此 矛盾 得 出 了 这 个 
定理 , 目 

我 们 现在 证 明 , 在 适当 的 条 件 下 , 列 紧 性 导出 紧 性 ， 

3.28 定理 ”第 二 可 数 的 9 空间 是 列 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 紧 
空间 . ， 
证 明 根据 3.26, 由 紧 性 可 以 得 出 列 紧 人 性、 相反 , 如果 下 是 
列 紧 空 间 , {0s} 是 耻 的 开 覆盖 , 则 根据 3.23, 存在 {O。} 的 可 数 子 
族 {Oy 也 能 覆盖 开 ， 由 3.27, {Oi} 包含 有 限于 覆盖 ,因此 是 
紧 空 间 , 上 
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3.82 ”证明 TD, 空间 是 列 紧 空 间 当 且 仅 当 每 一 个 具有 有 限 交 性 的 
91. 


可 数 闭 集 族 的 交 不 空 。 
3.33 一 个 有 空间 是 列 紧 空 间 当 且 仅 当 每 一 个 无 限 开 覆 盖 ( 这 里 
无 限 是 指 指 标 集 ) 有 真 的 子 覆 盖 ， [提示 : 仿照 3.27.] 


$4 局 部 紧 性 
3.29 定义 ”如 果 对 每 一 点 2E 及 ,存在 UE Wo, 使 得 0 是 紧 
前 , 则 称 空间 互 为 局 部 紧 的 ， 


例子 (和 练习 ) 
3.34 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 是 局 部 紧 的 但 不 是 紧 空 间 。 
3.35 具有 寻常 拓扑 的 实 平面 是 局 部 紧 的 但 不 是 紧 空 间 ， 
3.86 每 一 个 紧 空 间 是 局 部 紧 空 间 . 
3.37 局 部 紧 空 间 的 每 一 个 闭 子 空间 也 是 局 部 紧 的 . 


引入 局 部 紧 性 概念 有 两 方面 的 原因 . 首先 ,， 象 已 经 指出 的 那 

样 (参看 练习 3.34, 3.35), 实 直 线 与 实 平面 都 是 局 部 紧 的 , 事实 上 
= 闪 RB 

同样 是 局 部 紧 的 , 这 里 的 每 个 轧 正 好 是 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 . 
为 分 析 学 家 对 这 些 空间 有 着 普遍 的 兴趣 ， 局 部 紧 性 概念 与 分 析 有 
某 些 关系 . 其 次 , 球 极 平面 射影 的 构造 过 程 有 一 个 非常 漂亮 的 拓扑 
类 比 。 这 些 可 能 已 被 忘掉 , 让 我 们 回忆 球 极 平面 射影 的 构成 如 次 : 

考虑 具有 zx 与 9 坐标 轴 的 实 平面 。 作 一 个 半径 为 专 与 平面 
在 点 (0, 0) 相 切 的 球面 。 如 下 放置 具有 上 华 标 轴 的 实 三 维 空 间 ， 它 
的 坐标 原点 在 实 平面 的 坐标 原点 ; 它 的 w 轴 与 y 轴 分 别 与 实 平 
面 的 w y 轴 重 合 ; 正 向 的 x 轴 通 过 球面 的 北极 ; 球面 的 南极 在 点 
(0, 90)， 现 在 对 实 平面 上 的 每 一 个 点 卫 =~ (%, 幼 , 我 们 能 在 球面 有 
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(球面 方程 是 2 十 ga 十 2 一 扩 上 以 如 下 的 办 法 作出 它 的 对 应 点: 
由 北极 六 一 (0 0, 1) 向 P= (w, y, 0) 作 直线 ， 这 条 直线 与 球面 在 
某 点 相交 , 设 交点 是 @， 一 个 简单 的 计算 表明 

ya 


1: ry := 
TIF YT IH “TIF 


其 中 一 22 十 9 
容易 看 出 , 将 实 平面 映 成 除去 北极 点 后 的 球面 的 映射 /: 忆 -> 
太一 {(0, 0, 了 D} 是 一 一 满 映射 ,其 中 


1, WD) -Thr Th Tf) 
且 mm~or+yr， 另外 的 计算 下 明 
f(y, 0)) (I, 1) 


从 这 里 可 以 进一步 看 出 与 三: 都 是 连续 的 , 因此 了 是 同 胚 ， 

现在 出 现 了 这 样 的 情况 ， 我 们 已 经 将 局 部 紧 的 实 平面 以 同 胚 
方式 嵌入 紧 的 球面 8 使 得 5 一 A(R) 只 是 一 个 点 如 = (0, 0, 1)， 
因此 ， 在 某 种 意义 下 ， 提出 这 样 的 问题 是 自然 的 ， 如 果 是 非 紧 
的 局 部 紧 空间 , 是 否 可 能 找到 紧 空 间 六 ' 及 同 胚 f: 卫 >’, 使 得 
子 ' 一 了 (于) 只 是 一 个 点 ? 对 这 个 问题 药 回答 是 “能 >， 我 们 将 在 下 
郊 个 定 丈 中 证 明 这 个 结论 ， 这 一 切 说 明 球 极 平面 射影 只 是 更 一 般 
情况 的 一 个 特例 . 

上 面 结果 的 用 处 在 于 我 们 能 将 局 部 紧 空 间 视 为 紧 空间 ' 的 
子 空间 , 而 一 般 说 来 紧 空 间 比 非 紧 空间 便于 研究 . 

8.30 定义 、 设 苹 是 非 紧 了 1 空 间 , 光 是 肚 中 闭 的 紧 子 集 所 
成 的 集 族 , 又 设 是 一 个 理想 元 素 且 .后 字 ， 定 义 空间 ' 苹 = 六 U 
好 是 以 

多 -好 IFEC 或 U="X-E, KEX} 
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为 基 的 空间 , 则 称 " 瑟 为 他 的 单 点 紧 化 . 

强调 互 是 于 空间 揭 原 内 在 于 希望 闪失 由 因为 如 果 光一 由， 
(将 没有 邻 域 系 ， 单 点 紧 化 "并 最 重要 的 性 质 由 下 列 定理 给 出 . 

3.31 定理 设 于 是 非 紧 i 空间, 则 "于 是 TT 空间. 

证 明 显然 上 3 一 “ 工 . 设 2E* 且 及 U,VE 女 使 得 2EV， 
2EU。， 如果 2E 且 , U, 了 是 开 的 , 则 存在 互 中 的 开 集 UnF= 丙 》 
(当然 厂 也 在 多 中 ), 使 得 

EWEUNV. 
如 果 Y“= 口 则 
U=X—K:, V=°R-Ks, Ki, KEY. 
设 W=UNV=CX-KD)NCF— Ks) = (KiUK,), 
叉 玉 1U 尺 ,也 是 闭 的 和 紧 的 ,因此 玉 &E 坟 所 以 vzEWCUNV. 根 
据 1.29, “了 是 拓扑 空间 、 
我 们 现在 证 明了 是 ZT 空间 ， 设 2 yE' 革 , w 严 y。， 如 果 % 
yE 子 , 则 因 芋 是 Ti 空间 ,因此 存在 UE un( 或 0)， 使 得 9 竺 这 
(或 UV). 另 一 种 梢 况 ,如 果 % 与 Y 中 的 一 个 ( 设 为 是 6 则 因 
{中 是 也 中 闭 的 紧 集 , 故 可 =' 邓 一 信 EW 且 y4U0. 因 此 在 任何 
情况 下 "对 都 是 ZT 空间 . 自 
3.32 定理 设 革 是 非 紧 的 Ti 空间 , 则 "于 是 紧 空 间 . 
证 明 设 {0s} 是 ' 芝 的 开 覆 盖 , 则 在 {0x} 中 有 某 个 集合 包含 
4 我 们 设 它 为 Oo， 显然 存在 基 元 BEOo 且 召 =" 互 一 下 ,下 是 吾 
中 闭 的 紧 集 。 今 有 
KEl)O., 

所 以 存在 有 限 子 集 族 {0:14 一 1 2，…, 只 ， 使 得 
UaK. 

因为 "并 一 及 己 Ow 我 们 有 
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‘XN. 

这 样 我 们 已 经 找到 了 徐 盖 {0:} 的 有 限 子 窗 盖 , 因此 " 节 是 紧 的 . 自 

3.38 定理 设 工 是 非 紧 2 空间 “也 是 它 的 单 点 紧 化 , 则 了 
是 局 部 紧 的 Hansdor 信 空间 当 上 且 仅 当 * 世 是 Hausdor 企 空间 . 

证 明 设 ' 且 是 Hausdorff 空间 , 则 互 作为 “ 瑟 的 子 空间 ( 参 
看 下 面 的 练习 3,39) 也 是 Hausdor 企 空间 . 设 =E 互 , 则 存在 "并 
的 开 集 U 入 ,使 得 EDU, 1EV, UNV=4 且 对 茶 个 EE 有 
"了 一 下 ,现在 

CX-E)NVEVNU-,, 

因此 UC， 因为 下 是 闭 的 紧 集 ,因此 DK, 且 洒 是 紧 的 . 显 
然 DE 4 因此 下 是 局 部 紧 的 . 

相反 , 设 卫 是 局 部 紧 的 Hausdor 作 空间， 又 设 w 9E" 开 且 
zx#9， 如 果 2 9E 互 , 则 存在 下 中 的 开 集 UV, ,因此 也 是 "及 中 
的 开 集 ,使 得 EU, yEV, Un = 由 如 果 2 与 y 二 者 中 的 一 个 
是 不 芒 设 2 一 4, 则 因 下 是 局 部 紧 的 ， 我 们 可 以 选取 UE po 合 
得 避 是 紧 的 ,从 而 也 是 闭 的 , 则 

‘X-UEU 有 CCX- NV=G, 

办 此 在 任何 情况 下 "并 都 是 Hausdorff 空间 , 目 


例子 (和 练习 ) 
3.38 《〈a) 如 果 上 映射/: 甩 >" 县 由 Fo) 一 % 定义, 证 明了 是 与 
了 (了 Y) 之 间 揭 同 胚 . 
(b) 由 上 面 的 (a) 推出 每 一 个 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 与 
一 个 紧 的 Hausdor 企 空间 的 一 个 子 空间 同 胚 。 
3.89 由 3.80 量 然 看 出 了 是“ 卫 的 子 集 . 再 证 明 它 也 是 子 空间 . 
3.40 证 明 每 一 个 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 是 正则 空间 (提示 ， 
95. 


注 


使 用 3.88, 38.20, 练习 3.1 和 上 面 的 练习 3.39.) 
设 和 工 = 名 la>0, = 是 整数 }, 定 义 
Ss= {tm| ll/n—1/m| <e} 

并 设 及 = {6,1%=1 2 …， 6 之 只， 证 明 : 如 果 以 多 为 
基 , 则 有 是 一 个 拓扑 空间 ; 下 是 Hausdor 作 空间; 向 互 增 
加 点 5 一 so 且 通 过 5 一 {ml|1/m|<e} 来 定义 co 的 基 元 
即 可 得 到 " 克 ， 
(学 期 论文 ) 仿 紧 性 。 - 

定义 ”拓扑 空间 下 的 子 集 族 {Fo} 称 为 局 部 有 限 的 ， 
如 果 对 每 一 个 sE 久 ,存在 UE Go 使 得 口 站 Fo 四 仅 对 有 
服 个 指标 a 成 立 . 

定义 设 人 o}, {Po} 是 拓扑 空间 的 覆盖 ,如 果 对 每 个 
,存在 使 得 Vs 三 Us, 则 称 收 盖 {V9} 为 to 的 加 细 . 

定义 “拓扑 空间 称 为 是 仿 紧 的 , 如 果 它 是 Hausdor 任 
空间 且 每 一 个 开 覆 盖 {0s} 有 局 部 有 限 的 加 细 . 

至 少 证 明 下 列 各 点 : 

{1D) 每 一 个 紧 的 Hausdor 纤 空间 是 仿 紧 的 ， 但 其 北 不 

真 . 

(8) 仿 紧 性 是 拓扑 性 质 

(8) 每 一 个 仿 紧 空间 是 正则 空间 . 

(4) 每 一 个 仿 紧 空间 是 正规 空间 . 

(6 仿 紧 空间 的 每 一 个 闭 子 空间 是 仿 紧 的 . 

(6) 仿 紧 空间 与 紧 空 间 的 拓扑 积 是 仿 紧 的 . 

《7) 用 反例 说 明 仿 紧 空 间 的 拓扑 积 不 必 是 伪 紧 的 . 

由 和 A. 了 H. Stone 得 出 的 一 个 结果 告诉 我 们 ,每 一 个 度量 空间 


《参看 第 五 章 ) 是 仿 紧 的 . 这 个 结果 发 表 在 Bull. Amer. Math. 


Soc. 


{1948), pp. 977~982. 
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第 四 章 又 一 些 特殊 类 型 的 拓扑 空间 
(主要 的 儿 种 连通 性 ) 


SL 引 吉 

在 这 一 章 内 我 们 继续 探讨 能 够 对 空间 的 拓扑 施 规 的 各 种 限 
制 .所 讨论 的 主要 概念 是 连通 性 ， 直观 地 说 , 连通 空间 是 由 一 个 
整 块 组 成 的 空间 , 问题 是 要 写 出 直观 概念 "一 个 整 块 "的 正式 定义 . 
首先 ,让 我 们 考虑 几 个 例子 . 自然 ,我 们 可 以 认为 实 直 线 召 与 实 平 
面 召 都 是 一 个 整 块 ， 如 果 我 们 考虑 ER 一 {0}， 则 它 的 确 不 是 一 个 
整 块 ， 因 为 在 不 破坏 拓扑 ( 亦 是 几何 ) 结 构 的 条 件 下 ， 我 们 能 将 
于 一 { 叶 分 成 两 块 

B=-{zlsER, ao>0 和 B''-{z|2€ER, s<0)}. 
让 我 们 进一步 考虑 另 一 个 例子 , 也 就 是 


X={(w, 共 lv, YER, 在 0<z< 士 时 y=in 二 


在 s=0 时 一 1<y<1}. 
i 
定义 的 无 限 弧 4 是 一 块 ,而 线段 

L={(0, D1 -isysl} 
也 是 一 抉 .将 节 分 成 4 和 工 这 样 两 块 破坏 了 三 的 拓扑 结构 吗 ? 
事情 的 确 是 这 样 ， 因 为 卫 的 每 一 个 点 都 是 和 4 的 一 些 点 的 极限 点 . 


1 
例如 点 0, 豆 ) 是 集合 


由 y=sin 士 当 0<os 二 时 
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hun= {Co oile- 


1 1 
R/T YN 


n=l, 2, "}E4 


的 极限 点 、. 事情 似乎 是 显然 的 , 我 们 不 希望 一 个 连通 空间 能 表 为 
这 样 两 个 集合 的 并 ， 两 个 集合 中 的 任何 一 个 都 没有 另 一 个 的 极限 
点 ， 由 于 这 个 起 法 , 我 们 作出 下 面 两 个 定义 . 

有 江 定 义 设 耳 是 拓扑 空 间 4 和 召 是 屋 的 非 空子 集 ， 如 
果 4n 互 = 与 亏 D3= 内 则 称 4 与 吾 是 分 离 的 . 

4.2 定 义 设 开 是 拓扑 空间 , 如 果 也 不 能 表示 为 两 个 非 空 
分 离 集 之 并 , 则 称 有 是 连通 的 。 如 果 4 是 总 的 连通 子 空间 , 则 
集合 4S 碟 称 为 是 连通 的 . 


$2 连通 空间 

有 许多 别 的 方法 定义 连通 空间 ， 下 面 给 出 其 中 的 几 个 . 

4.3 定理 ”空间 是 连通 空间 当 且 仅 当下 列 各 条 件 中 的 任 
意 一 个 成 立 : 

GD 不 能 玫 为 两 个 非 空 不 相交 的 开 集 之 并 

(2) 工 不 能 卖 为 两 个 非 空 不 相交 的 团 集 之 其 . 

(8) 在 并 中 只 有 集合 与 区 是 既 开 又 闭 的 - 

(4) 对 每 一 个 连续 丽 数 了 五 > 忆 , 及) 不 由 两 个 不 相同 的 
实数 构成 

证 明 将 (了 D,，(2) 和 (9) 的 证 明 留 作 练 习 。， 我 们 用 反 证 法 给 
出 (的 证 明 。、 设 f 是 由 天 到 且 的 连续 函数 , 并 使 得 f(ZX)~ 
{qj U {8}, aw8. 设 s 一 言 Ie 一 6| 并 定义 


U=(a—se, at+8), VF=(0—e, 8+8), 
则 UNF=$ 且 品种 玉 是 了 中 的 开 集 ， 因 为 是 连续 的 , 因此 
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六 7) 和 广 ?(V) 是 己 中 的 开 集 并 且 
= 0 UA), 

根据 (了 D 的 结论 , 了 是 不 连通 的 . 

反之 , 设 肝 不 是 连通 空间 ,根据 (1) 的 结论 存在 开 集 DU, 六 ,使 
得 于 =UUV 且 UNV=$。 如 下 定义 f: 且 >BR， 如 果 wED 则 
了 (2) =0, 如 果 zE8V, 令 f(wm) =1, 则 了 显然 是 连续 的 目 

连通 性 是 拓扑 人 性质， 事实 上 , 甚 到 更 强 的 结论 也 成 立 , 即 有 

和 .和 定理 设 互 是 连通 空间 , f: 蔗 > 了 是 连续 满 函数 ， 则 了 
是 连通 的 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 , 证 明 如 果 了 了 不 连通 , 风 也 也 不 连通 . 
设 了 不 连通 , 根据 4.3( 了 DD), 我 们 能 够 得 出 了 一 4U B, 其 中 4NnB 
= 由 和 4 各 是 了 了 中 的 非 空 开 集 ， 则 

= (A UB). 

因为 f 是 连续 的 ， 因此 广 *(4) 与 广 :(B) 是 子 中 的 开 集 ,县 
六 (DOn AP"(B) = 加 所 以 下 不 是 连通 的 . 上 - 


例子 (和 练习 ) 
4.1 设 OEB 是 实数 集 且 CO 是 连通 的 .又 设 4,5E0 且 2<c<5， 
则 cEO，f 提 示 假设 ce0, 定义 :0 为 w<e 时 
了 (%) ~6,%>c 时 了 (2)=5, 然 后 证 明 f 连续 ,再 用 4.8( 人 4.] 
4.2 ”有 呈 的 非 空 连通 子 集 具有 下 列 形式 : 
《a) 区 间或 点 ， 即 是 (@, 外 , [6, ), 《a, 下 必 其 中 < 入 
或 [a, 如, 其 中 gc1. 
《b) 半 直 线 , 即 (4, oo), [@, 00), (一 00, 四 或 (一 co 中、 
《0) 呈 本 身 . 
4.8 设 互 是 拓扑 空间 , 则 互 是 连通 空间 当 且 仅 当 对 每 一 个 连 
续 函 数 了 :>R，f 具有 介 值 性 质 也 就 是 说 ， 如 果 
。g99 。 


了 (cn -oo) 一 5 且 0 在 4 与 3 之 间 , 姑 存 在 =E 交 ,使 
得 Co) 一 c. 
4.4 ”证 明定 再 4.8(1)，(2)，(3)、 


.5 定理 设 且 是 拓扑 空间 , 节 = 于 1U 下 且 及 :1 与 是 
分 离 的 ， 又 设 CE 互 是 连通 的 , 则 或 者 OE 1, 或 者 CE 了 a. 
证 明 定义 01~CN XX, Cs=CON 及 ,, 则 C=04UCs， 而 且 
CE 与 DoE 瑟 ,因此 
ONCEXINE—$ 和 ONOCECRNT -SD. 


由 此 , 如 果 O01 天 四 和 0Os 汪 加 两 者 都 成 立 , 便 有 0 不 连通 ， 因 此 或 
者 Ci= 中 或 者 0 一 由 前 者 说 明 CE 瑟 w 后 者 说 明 CE 和 +、 重 

4.6 定 义 设 驴 ={Do} 是 某 个 集合 他 的 子 集 所 成 的 集 族 . 
有 限 子 集 

B= {Di=1, 2 RE 

称 为 链 , 如 果 对 6 一 1，2，…, 9 一 二 DD 站 Da 站， 一 个 链 称 为 是 
简单 的 ;如果 除 7 二 6 土 1 外 DN Dy~8， 称 也 的 子 集 族 一 {4a} 
核 乡 连 锁 , 如 果 对 任意 4s, 4,E.%, 存在 链 多 "三 多, 使 得 Aan DDs 
了 由 41 Dat$. 如 果 对 任意 4s, 4yE-%, 存在 单 链 ;三 钨 , 使 
得 4s DD 了 9， 4y 几 Da 中, 则 称 .被 儿 单 连锁 . . 

4.7 定理 设 工 是 连通 拓扑 空间 , {O 是 互 的 开 覆 伍 , 则 
{0.} 被 {O4 连锁 . 

证 明 用 反 证 法 , 车 {O 是 子 的 开 要 盖 且 不 能 被 {ou 连 
锁 . 设 DE {0o}, 又 设 

C={0|0E€ {0s} 且 {0, 0:] 被 {0。} 连锁 }. 

因为 01E 扩 ,所 以 兵 尖 B， 设 的 {0s} 一 全 ,因为 {0w} 不 能 被 
{0s} 连锁 ,因此 Os 不 空 . 设 
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V0 了- 局 0， 
则 如 N=$, 如 和 了 都 不 空 ,因此 文 ~DUV 是 不 连通 的 ， 重 
4.8 定理 设 于 是 拓扑 空间 , 则 芝 是 连通 空间 当 且 仅 当 子 
能 被 子 的 任意 开 和 覆盖 单 连 锁 , 也 就 是 说 , 了 的 任意 两 点 都 能 由 给 
定 覆盖 的 有 限 个 开 集 连锁 . 
证 明 设 开 是 连通 的 , {0,} 是 一 的 开 要 益 , z& 及 ,又 设 O。 
~ 节 |fz, 好 被 {0.} 单 连 锁 }， 因 为 zxEO。 所 以 Cozg， 我 们 现 
在 证 明 0s 是 喷 开 又 闭 的 ， 设 YEC- 则 存在 单 链 
EC 一 TO 一 工 2 时 
使 得 nEO yEOu、 今 对 任意 *EOw 因为 是 连接 与 z 的 单 
链 , 因此 zE0O。, 所 以 O\EC。 又 因为 0, 是 % 的 邻 域 ， 从 而 C。 是 
开 的 . 
设 y 是 0s 的 极限 点 , 则 对 某 个 a, 有 yE0Os 且 0s 内 Os 四 设 
?EOc1Os, 又 设 
= {O01i=1, 2, .…, 0} 
是 由 “到 = 的 单 链 ， 再 设 (1b 和 nm) 是 使 O110。 由 的 最 小 指 
标 ， 因 为 0。 由 Os。 天, 放 这 样 的 必定 存在 ， 因 此 
Cr OH 2, 1 hb, 0} 
是 由 > 至 % 的 单 链 ， 所 以 gECo。 由 此 Ce 是 闭 的 ， 再 用 4.3(3) 
就 能 完成 证 明 . 
反之 , 设 耻 不 连通 , 则 
X=AUB, A#$, B#¥$, AN B=y, 
硬 且 4 和 加 是 开 的 。 设 ac 4 5EB, 则 {4， 可 是 一 个 开 履 盖 ， 
但 没有 由 开 覆 差 {4,B} 中 的 集合 构成 的 连锁 w 与 5 的 昔 链 ( 事 
实 上 没有 任何 链 连 锁 w 与 及， 这 是 一 个 矛盾 , 因此 芒 是 连通 
的 . 曙 
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和 .9 定理 设 卫 是 拓扑 空间 , 下 是 互 上 的 连通 集 , N 呈 4S 
再 , 则 4 是 连通 的 . 也 就 是 说 , 一 个 连通 集 加 上 它 的 任意 个 极限 点 
后 仍然 是 连通 的 ， 
证 明 假设 4 不 连通 , 则 
所 二 hiU 4s， 4 关内 4 关内 
县 4: 与 4 是 分 离 的 ， 因为 叉 是 连通 的 旦 WE 4, 根 据 4, 吕 或 者 
人 NE4+, 或 者 入 王 44， 我 们 设 入 三 ,因为 叉 是 连通 的 而 4 不 
连通 ,所 以 4 一 下 寺田 ， 又 因 4 天 中， 由 此 我 们 可 以 选取 zwE 4 一休 
具 wE 4s、 则 因 AEN， 
wENG A, 
从 而 an hs 这 与 4 和 4 是 分 离 的 相 矛 盾 。 这 个 矛盾 说 明 
4 是 连通 的 . 御 


~ 例子 (和 练习 ) 
4.5 空间 卫 称 为 自 狂 密 的 , 如 果 每 一 个 =E 达 都 是 电 一 [四 的 

必 ”。 释 麻 点 。 证 明 每 一 个 多 于 一 个 点 的 连通 T; 空 间 是 自 秽 密 
前 

4.6 考虑 

工 -{o 中 这 里 O- ffo 丰 , {0), 对， 

由 此 证 明 ， 在 上 面 练习 4.5 中 , 世 必须 是 Ps 空间 结论 才 
能 成 立 . 


4.7 证明 在 连通 TT, 空间 中 每 一 个 多 于 一 点 的 连通 集 是 无 限 集 . 
4.8 ”证 明 如 果 及 是 连通 空间 ， 


名- (CUt= 二 2 对 
是 由 闭 集 Ci 构成 的 苹 的 有 限 覆 盖 , 则 多 被 名 连锁 . 
4.9 设 开 是 拓扑 空间 , 如 , 王子， 以 ,WN 是 连通 的 。 
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4.10 


4.12 


4.18 


4,14 


如 果 
或 者 (a) MnNz# 由 或 者 (p) 阳 几 本 尖 由 
则 MU 是 连通 的 ， 
如 果 衬 是 大利 空 网 ,三 履 XY， 姑 和 丸 是 连通 的 . 假若 
对 一 W=4UB 这 里 4 和 万 是 分 离 的 ， 则 NU4 是 连通 
的 ， 
候车 我 们 代 将 4.9 已 经 证 明了 下 面 的 
定理 4.9(a) 如 果林 是 下 中 的 连通 集 , 则 忻 也 是 下 中 的 
连通 集 . 
试 根据 4.9(a)， 并 考虑 具有 相对 拓扑 的 4 证 明 4.9. 
设 {0s|a€ 分 是 菜 拓 扣 空间 的 连通 集 所 成 的 集 族 ， 如 果 
用 Oe, 则 由 Cs 是 连通 的 . 
设 {4 和 5 2,…, 内 是 有 限 个 连通 集 所 成 的 集 族 , 且 
A 
天 局 么 是 连通 的 . 
设 4 习 十 连通 集 且 BG 了 .假若 BNAw*g， Bi 人 At 由 
证 明 4nRr(B) 关 和 这 里 了 Yr(B) 是 卫 的 边界 (参看 
1.16)。 册 此 推出 在 连通 空间 中 着 Bx* 多 , B* 下 , 则 Fr(B) 
9 
设 4 和 也是 拓扑 空间 也 的 闭 子 集 ， 如 果 4UB 与 4Nn8 
是 连通 的 , 则 人 和 卫 是 连通 的 用友 例 说 明 4 与 了 必须 
是 闭 的 , 也 就 是 说 车 4 与 卫 中 有 一 个 不 团 , 则 一 般 说 来 本 
定理 不 成 立 . 


$3 连通 分 支 
在 某 些 拓 扑 空 间 中 考察 最 大 连通 子 集 有 时 是 有 趣 的 。 我 们 能 
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由 研究 空间 的 一 些 称 为 连通 分 支 的 子 集 做 到 这 点 ， 连 通 分 支 的 定 
义 如 下 . 
4.10 定义 设 节 是 拓扑 空间 ， 尖 生子 且 wE 对 , 则 多 在 用 
中 的 连通 分 支 0。 是 好 的 所 有 包含 = 的 连通 子 集 之 并 ， 即 是 
Ce- yl 和 9 在 开 的 同一 个 连通 子 集 中 }. 
4.11 定理 设 时 是 拓扑 空间 ,Os 是 是 中 居 的 连通 分 支 , 则 
(1) 0 是 连通 的 . 
(2) 就 下 列 性 质 而 论 C. 是 最 大 的 : 
(a) wEO,, 
(b) 0。 是 的 连通 子 集 ， 
也 就 是 说 ,如 果 4 三 居 , z€ 4 且 4 是 连通 的 , 则 4 Co 
证 明 ( 了 D 设 YEOs, 定义 山 是 使 w YE4y 的 必 的 连通 于 
集 . 对 任何 YE Os, 因为 2E€ 4w 根据 练习 4.12， 忆 4 是 连通 的 
又 显然 有 
OE Wh. 
另 一 方面 ,如 果 “E 上 4 则 对 某 个 Y 有 *E 如, 因为 zE 如 有 也 
是 连通 的 , 所 以 “和 属于 M 的 同一 连通 子 集 , 从 而 *EC-， 因 
此 四 
上 民生 Os 故 有 Ce- 居 4 


所 以 C。 是 连通 的 。 

(2) 设 4SM, xE 4 且 4 是 连通 的 ， 对 任意 xE4, 5 和 9? 
都 在 于 的 连通 子 集 4 中 ,从 面 zE0z, 所 以 ASC 目 

直到 定理 4.11 建立 ,我 们 都 是 用 一 种 颇 为 麻烦 的 方式 在 谈论 
集合 的 连通 分 支 ， 我 们 必须 论 及 2 在 M 中 的 连通 分 支 ， 现在 我 
们 知道 连通 分 支 不 过 是 集合 开 的 最 大 连通 子 集 ， 因 此 不 必 涉 及 
104. 


“% 在 于 中 的 连通 分 支 " 而 能 直接 地 说 W 的 连通 分 支 。 关于 这 一 
点 也 可 以 参看 练习 4.18、 

4. 现 定理 设 卫 是 拓扑 空间 , 了 是 下 的 闭 于 集 且 2 以 ， 
则 < 在 以 中 的 连通 分 支 Ce 也 是 旺 中 的 闭 集 . 

证 明 因为 0sSO。, 根据 4.9 知 O 是 连通 的 ， 又 因为 下 是 
六 的 ,所 以 让 CeS 玉 可 以 得 出 O: 刁 耻 = 以 ， 最 后 根据 4. 坟 (2) 有 
Ce 一 C- 从 而 Ce 是 闭 的 . 秆 


例子 (和 练习 


4.16 如 果 不是 拓扑 空间 , 开关 是 开 的 , 则 除了 已 经 讨论 过 的 
之 外 , 一 般 地 关于 的 连通 分 支 所 得 到 的 结果 很 少 ， 特 别 
是 关于 连通 分 支 是 否 是 开 的 ,或 者 是 否 是 闭 的 ,或 者 两 者 者 
不 是 这 样 的 问题 , 我 们 谈 不 出 什么 ， 试 考虑 空间 


工 -{Ge 的 losos1 y= 


n=1, 2 或 y 一 站， 
它 县 有 实 平 而 诱导 的 相对 拓 
扑 . 设 灶 = 之 一 {C0, 0)} 又 
设 z=(1, 0, 则 开 是 开 的 ， 
且 z 在 如 中 的 连通 分 支 
Ce= {(%, YI0<rEL, 
y=—0}. {0,0) (LD)=s 
在 祥 中 0。 是 闭 的 罗 ? 不 是 ， 图 和 
因为 (0, 0) EF0.， 在 下 中 ;是 开 的 码 ? 也 不 是 , 因为 当 
名 充分 大 时 , 2 的 任何 邻 域 都 含有 形 如 《1,1/) 的 点 .下 的 
图 形 见 图 4.1, 
4.17 五 是 拓扑 空间 ,2E 开 握 如 果 YECo 证 明 Os=O5. 
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4.18 设立 是 拓扑 空间 , 涛 三 及, 4%, YE 条， 定义 2~y 当 且 仅 当 
存在 用 的 连通 子 集 六 ,使 得 w yE 太 证明“ 是 形 中 
的 等 价 关系 , 并 进一步 证 明 在 下 中 由 “~” 导 出 的 等 价 类 正 
好 是 用 的 连通 分 支 . 


$4 局 部 连通 性 


我 们 将 介绍 空间 的 一 个 性 质 ， 这 个 性 质 将 多 许 我 们 对 开 集 的 
连通 分 支 作 出 某 些 结论 .与 闭 集 的 情况 类 似 , 如 果 在 某 类 空间 中 ， 
至 少 有 开 集 的 连通 分 支 是 开 集 ， 这 将 是 令 人 满意 的 ， 对 这 种 具有 
我 们 所 希望 性 质 的 空间 ,让 我 们 先 给 它 一 个 新 名 称 ， 

4.18 定义 ”拓扑 空间 并 称 为 局 部 连通 的 , 当下 仅 当 开 集 的 - 
连通 分 支 是 开 的 . 

将 “局 部 连通 ”这 样 的 名 称 用 在 定义 4.18 中 的 空间 上 看 来 似 
平 选择 不 当 ,然而 我 们 立即 便 可 看 出 这 与 另外 的 局 部 性 质 , 即 局 部 
紧 性 的 定义 是 完全 一 致 的 ， 下 一 个 定理 正 说 明 局 部 连通 性 的 定义 
象 我 们 希望 的 那样 与 定义 83.29 类 似 . 

4.14 定理 设 苇 是 拓扑 空间 , 则 三 是 局 部 连通 空间 当 且 仅 
当 也有 连通 集 构 成 的 基 , 也 就 是 说 , 对 每 一 点 %E 了 以 及 每 一 个 
UE ,存在 连通 的 开 集 玉 , 使 得 VE ,VEU, 

证 明 设 马 是 局 部 连通 的 ， 定 义 

光 ={C|OCX 且 0O 是 连通 的 开 集 }. 
我 们 证 明 多 是 基 . 显然 及 EC, 又 设 sE ,UE Wo, 则 存在 OE 
使 得 zE0OSU. 设 玉 =Cx 是 z 在 0 中 的 连通 分 支 , 根据 4.18 
有 了 是 开 的 ,又 根据 4.11(1) 知 六 是 连通 的 ; 因此 亚 E 守 ， 从 而 
2ETCOEL, 由 此 得 出 胸 是 基 . . 

反之 , 设 罗 是 由 态 的 连通 集 构成 的 基 . 又 设 形 握 是 开 的 ， 
2EM, Oo 是 “在 认 中 的 连通 分 支 . 对 9EO2EM, 存 在 FE 多 
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使 得 9EUE 于 、 因 为 9EC 且 了 是 连通 的 , 根据 4.11, U0 
这 里 Os 是 9 在 好 中 的 连通 分 支 、 但 是 由 练习 4.17 知 Ce=Ov. 
由 此 对 每 一 点 YE0。， 存 在 UE 4icn 多 使 得 YEUEO6, 因 此 0。 


是 天 


Ff 的 . 量 
应 当 向 学 生 指 出 ,定义 4.18 有 些 独特 .如 果 看 另外 的 拓扑 课 


本 ,他 将 发 现 局 部 连通 空间 不 是 象 我 们 这 样 而 是 象 定理 4.14 描述 
的 那样 定义 的 , 也 就 是 说 , 每 一 点 的 每 一 个 邻 域 都 包含 一 个 连通 子 
邻 域 ， 然 而 一 旦 证 明了 4.14, 无 论 怎 样 定义 局 部 连通 性 也 就 没有 
丛 么 差别 ,而且 我 们 的 定义 还 更 直观 一 些 . 


例子 (和 练习 ) 


4.19 证 明 空间 及 是 局 都 连通 的 当 上 且 仅 当 对 每 个 FE Zi z 在 也 


中 的 连通 分 支 Os 也 属于 be. 


4.30 设 


X= {0 力 lz- 寺 0sgSH n=1, 3 


UTC 0), C0, 1D} 
具有 由 平面 的 寻常 拓扑 诱导 的 根 对 拓扑 ， 证 明 {(0, 0)} 与 
{(0, 了 )} 是 闷 中 的 连 道 分 支 ， 进 而 证 明 如 果 了 E 卫 是 既 
开 又 闭 的 , 则 或 者 {(0, 0)} 与 {(0, 1)} 都 是 避 的 子 集 , 或 
者 两 者 都 不 是 也 的 子 集 . 


4.21 设 节 是 局 部 连通 的 连通 空间 . 


(na) 如 果 CO 是 开 集 4 和 三 开 的 连通 分 支 且 4 基 王 , 则 Fr(O) 
4，( 参 看 1.16) 
tb) 设 如 和 太 是 下 中 不 相交 的 非 空 阅 集 ， 证 明 存 在 
《MUV): 的 连通 分 支 0, 使 得 CNM 和 CNN 
由 
307 ， 


4.22 


4.28 
4.24 


» 10. 


《0) 设 召 是 互 中 的 闲 集 ，3 关 三, C 是 B 的 连通 分 支 , 证 
明 CONF#$. 

设 f: 且 > 了 是 满 的 闭 映 射 且 三 是 局 部 连通 的 . 证 明了 是 

局 部 连通 的 ， 

证 明 局 部 连通 空间 的 任意 开 子 集 也 是 局 部 连通 的 . 

(学 期 论文 三 年 级 用 ) 对 每 一 个 <E 4, 设 忌 c 是 Hausdorff 

空间 

(a) 证 明 X Xs 是 连通 空间 当 且 仅 当 每 一 个 耳 。 是 连通 
的 . 

(b) 证 明 XX 入。 是 局 部 连通 空间 当 且 仅 当 每 一 个 互 c 是 局 
部 连通 的 且 至 多 除 有 限 个 外 每 一 个 达 是 连通 的 . 
[对 (a) 的 提示 ， 首 先 证 明 如 果 了 :下 -> 了 是 连续 的 ,了 

是 Hausdor 作 空间, DE 且 在 卫 中 稠密 , f(D) = yoEY, 

如是 了 的 一 个 定点 , 则 了 () 一 go， 假 车 XX 卫 。 一 苹 不 连 

通 , 由 4.8 可 定义 1: 卫 > 及 使 得 f()= {9, 们 ,2¥ ba 

5E 五 用 在 练习 2.22 中 得 到 的 同 胚 性 证 明 在 综 习 2,22 中 

定义 的 形 如 有 的 集合 上 了 是 常 信函 数 (例如 说 f(%) 一 四 

如 同 在 练习 2.22 中 一 样 , 设 
三 ape 一 世 | 对 $=1,，2,…, %, 0 天 BL 时 

- wo 一 他 上 且 za 是 任意 的 }，、 
证 明 对 zE 瑟 aorses je) 一 5， 然 后 证 明 形 如 忆 ae-a. 的 集 
合 在 蕊 中 移 密 , 最 后 由 广 :*(2) 一 由 得 出 矛盾 .] 
[对 (b) 的 提示 ， 使 用 (a)] 


$5 弧 连 通 性 
最 后 ， 我 们 着 手 讨论 又 一 类 在 拓扑 学 的 其 他 分 支 中 有 相当 多 
5 。 


用 途 的 连通 性 ， 引 入 新 概念 的 动机 是 我 们 相当 热 悉 的 某 些 空间 都 
有 这 样 的 性 质 : 点 能 够 由 驱 连 接 , 例如 实 直 线 , 实 平面 或 欧 氏 空间 
本 五 就 是 这 样 , 其 中 是 具有 寻常 拓扑 的 实 直 线 ， 现 在 推 
广 这 个 概念 如 下 。 . 

.5 定义 (1) 设 了 是 拓扑 空间 , 4 了 ,I 一 {|0Sw1 
2 是 实数 } 并 具有 由 实 直线 的 寻常 拓扑 诱导 的 相对 拓扑 、 如 果 在 工 
与 4 之 间 存 在 同 胚 加 则 称 和 4 是 统 . 这 时 我 们 称 弧 和 4 由 点 “0 一 (0) 
至 点 4 一 (了), 或 简单 地 称 为 由 wv 至 和。 . 

(2) 设 卫 是 拓扑 空 间 , 如 果 对 任意 wm YE 三, 存在 由 2 至 9 
的 弧 , 则 称 部 是 弧 连 通 的 . 

我 们 对 弧 连 通 空 间 不 作 广 泛 的 探讨 ， 而 只 归于 介绍 下 面 的 两 
个 定理 . 

和 .16 定理 设 三 是 弧 连 通 空间 , 则 马 是 连通 的 . 

证 明 设 wE 且 ,对 每 一 点 YE 及 , 设 Iw 一 (了 ) 是 由 % 至 yy 的 
弧 , 则 %E 有 fo 因此 这 个 交 不 空 .根据 4.4, 每 一 个 Zs 是 连通 
的 ,所 以 由 练习 4.12 知 则 ze 一 王 是 连通 的 . 上 

4.17 定理 ” 弧 连 通 性 是 拓扑 性 质 . 

证 明 设 f:X> 了 是 同 胚 ， 妨 , WpE 了 ， 则 弃 在 “4，zs EE 
使 得 f(%1) 一 纺 , jos) 一 Vp、 因为 于是 续 连 通 和 的 ， 所 以 存在 同 胚 
87-~> 使 得 (0) 一 oo 下 (人 wo。 从 而 fh:I> 了 是 了 至 了 的 
同 胚 并 且 使 扩 (0) = 级 和 扎 ( 了 DD =9, 因 此 王 是 弧 连 通 的 .年 


例子 (和 练习 
4,25 其 有 由 平面 寻常 拓扑 诱导 的 相对 拓扑 , 空间 
X= {Wly-sn £, 0<ast}U{C0, 9 
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不 是 弧 连 明 空 间 , 但 它 是 连通 揭 ， 
4.26 不 是 每 一 个 弧 连 通 空间 都 是 局 部 连通 的 , 请 考虑 练习 4,16 
中 的 空间 . 
4.27 现在， 我 们 利用 在 这 一 章 中 人 馆 今 为 止 所 得 到 的 某 些 结果 来 
证 明 一 个 不 动 点 定理 、 证 明 : 如 果 f:I->I 是 映射 , 则 存 
在 %EI 使 得 fw) =s, 这 里 1= {2| 0 三 三 1, > 是 实数 }. 
[提示 如果 了 (0) =0 或 JGD =1 则 证 明 完成 ， 如 果 这 两 
者 均 不 发 生 , 则 了 (0) >0, f(1) <1， 在 弧 连 通 空 间 TxI 
(为什么?) 中 , 设 
U={(%, Wlley~te0}, 
又 设 m= (0 了 (0)) 与 =(1, f(D), 则 
mEU, mE 
且 f:J> 了 确定 也 由 加 至 x 的 一 条 道路 , 即 是 说 歼 定 了 由 
oi 至 的 一 个 [0, 二 的 加 线条 . “ 设 4=f(D, 网 4NU# 
$8 且 AND$， 直 此 根据 综 本 4.14 
- ANFr(UO) 9. 
再 证 骸 
Fr(O) =-{(%, 幼 |z= 久 0Sz 友 入. 
并 证 明 如 果 (o, 护 E4NFrCU), 则 f(%) 一 z.] 


作为 这 一 章 最 后 的 题材 ,我 们 讨论 事物 的 另 一 方面 ,也 就 是 说 
考察 尽 可 能 不 连通 的 空间 ， 为 此 目的 ,我 们 注意 空间 的 连通 分 支 ， 
如 果 这 个 空间 是 尽 可 能 不 连通 的 ， 我 们 可 以 认为 它 的 连通 分 支 尽 
可 能 小 , 即 是 说 是 一 个 点 ， 由 此 作出 下 一 个 定义 . 

4.18 定义 ”空间 政 称 为 完全 不 连通 的 , 当 上 且 仅 当 它 的 所 有 
连通 分 支 都 是 点 . 

有 许多 这 类 空间 的 例子 。 任 何 具有 离散 拓扑 的 空间 是 完全 不 
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连通 的 ， 有 理 数 集 作为 实 直线 的 子 空 间 是 完全 不 连通 的 ， 任 何 有 
展开 空间 也 是 完全 不 连通 的 ， 下 面 讨论 一 个 更 有 趣 的 例子 


例子 (和 练习 ) 
设 
I={z|0 志 z 所 1, w 是 实数 } 
于 = 亿 |1/8<w<2/8, z 是 实数 }, O41= 了 一 了 
T= {ol1/9<2<2/9}, B= {2)1/9<c<8/9}, 
Os=0.~ (NU) 


Be {ol1/8"<s<2/8}, T= {fo J9 /9.08/89 
,Bol (8) /Poe D/8, 
.=0。4 一 (四 二 ), 最 后 

0= 入 0,. 

我 们 所 做 的 事情 是 在 单位 区 阿 中 去 掉 中 间 三 分 之 一 这 


个 开 区 间 , 然 后 , 以 后 的 每 一 步 都 是 在 前 面 一 步 已 经 去 掉 三 
和 分 之 一 后 留 下 的 每 个 区 间 上 再 去 掉 这 个 区 间 的 三 分 之 一 开 


区 间 ， 见 图 4.3 

了 一 

和 中 这 六 各 
于 于 。 37 好 全 Ed 


图 4.2 
我 们 对 C 知道 得 很 多 , 它 被 称 为 Oantor 集 , 有 时 也 被 
"IIT 


4.28 


4,29 


。 了 12 


称 为 Cantor 三 分 集 , 
下 面 令 述 几 个 留 给 学 生 证 明 的 事实 . 
如 果 我 们 同意 将 所 有 (0 大 s1T) 用 三 进 制 的 数 表示 ( 也 就 
是 说 只 出 现 数字 0 1, 2)， 又 如 果 将 最 后 是 一 申 无 限 多 个 
零 ， 而 这 一 囊 堆 前面 是 一 个 1 的 无 限 循 环 小 数 表示 为 如 下 
形式 : 将 上 面 提 到 的 小 数 中 的 一 串 无 限 多 个 零 换 为 2 而 将 
这 一 串 无 限 多 个 零 前 面 的 一 个 工 换 为 0, 例如 将 .001000… 
表示 为 .000222.…, 将 .1000… 表示 为 .0222…. 则 CO 的 
点 正好 是 用 三 进 制 表 出 后 不 出 现 数字 的 小 数 ， 
由 上 面 的 练习 4.28 显然 可 以 得 出 , 在 集合 2 与 C 之 间 存 
在 一 一 对 应 ， 这 里 27 表示 由 
2 一 如 | 是正 整 孝 } 
到 {0, 中 的 全 体 函 数 构 成 的 集合 . 2 也 可 以 记 为 中 它 
是 一 个 不 可 数 集 , 因此 O 也 是 不 可 数 的 。 
0 是 忆 中 的 闭 集 . | 
O 是 自 狗 密 的 , 也 就 是 说 对 每 一 点 zEO, * 是 0 一 {中 的 极 
腿 点 . 
0 在 工 中 是 无 处 稠密 的 , 好 是 如 果 ww 9EC,， 2<y, 则 存在 
区 间 JEI-0, J=(a, 8), se<a<b<y. 
O 〇 是 完全 不 连通 的 。 [提示 : 用 上 面 练习 4.82,] 
C 是 紧 的 。[ 提 示 ， 注 意 到 了 是 紧 的 及 练习 4.80.] 


任意 一 个 紧 的、 完全 不 过 通 的 、 自 稠密 的 度量 空间 (下 
一 章 给 出 定义 ) 与 Cantor 集 同 胚 , 但 在 这 里 我 们 不 打算 给 
出 它 的 证 明 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 有 兴趣 的 学 生 可 以 学 习 更 
深入 的 拓扑 学 著作 , 例如 Hooking 与 Young 的 “拓扑 学? 
一 书 第 100 页 ， 能 够 对 Cantor 集 作出 这 些 注释 的 原因 在 


于 ,对 Cantor 集 而 言 , 前面 叙述 的 性 质 是 全 系 不 变量 ， 也 
就 是 说 一 个 拓扑 空间 如 果 具 有 前 面 给 出 的 性 质 ， 即 它 是 紧 
的 、 完 全 不 连通 的 、 自 稳 密 的 度量 空间 , 则 它 与 0antor 集 是 
拓扑 地 相同 。 当然, 它 可 能 与 Cantor 集 在 其 他 非 拓扑 方面 


有 区 别 ,例如 说 , 空间 的 点 是 蓝 色 或 者 称 为 萨 姆 (译注 ， 人 


名 ) 对 拓扑 学 家 说 来 是 无 关 紧 要 的 . 

连通 拓扑 空间 丈 中 的 虑 和 为 工 的 吕 点 ， 如 果 工 -全 

不 连通 ， 证 明 以 下 各 点 : 

(a) 如 果 互 与 严 在 下 同 是 且 “是 瑟 的 割 点 , 则 jw) 是 
工 的 制 点 ， 

(b) 实 直线 上 的 每 一 点 都 是 割 点 。 

(0) 实 平 面 没有 基点 ， 

(a》 实 直线 与 实 平面 不 同 胚 。 
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第 五 章 度量 空间 


381 定 义 

我 们 现在 致力 于 讨论 比较 特殊 的 一 类 拓扑 空间 ， 每 一 个 这 样 
的 空间 都 定义 了 距离 函数 ， 因 此 我 们 能够 说 出 点 之 间 的 距离 是 多 
少 ， 就 某 种 意义 而 言 , 称 为 度量 空间 的 这 些 拓扑 空间 是 鼎 为 特殊 
的 ， 以 后 可 以 看 出 ,在 比 一 般 拓扑 空间 较 少 的 限制 条 件 下 , 度量 空 
间 将 具有 逻 今 为 止 我 们 已 经 讨论 过 的 那些 性 质 ， 另 一 方面 , 这些 
变 间 又 是 相当 一 般 的 ， 分 析 中 所 月 通 常 的 空间 都 是 度量 空间 。 下 
而 分 两 步 定义 度量 空间 ， 我 们 首先 引入 下 一 个 定义 . 

和 5 江 吓 义 设 且 是 一 个 集合 , p: 开 x 玉 -> 及 是 环 X 羡 到 下 
的 函数 (不 必 是 连续 的 ), 是 实数 集 ， 如 果 p 满足 

四 plw, WE0; p(w, Y) =0 当 E 仅 当 sy, 

(2) pc, #) =ply, ©), 

(8) pl%, W) +ply, ps, ©), 

则 称 ( 芳 , p) 为 度量 集 , 称 p 为 了 的 度量 . 

5.1 具 有 如 此 的 普遍 性 , 以 至 每 一 个 集合 都 可 以 成 为 度量 集 ， 
因为 可 以 定义 wy 时 pl%, 护 =1, w=y 时 pl%, ) 一 0， 要 证 明 
具有 这 样 定义 的 p 的 任意 集合 了 形成 度量 集 是 测 单 的 。 我 们 要 
探求 的 是 生成 的 拓扑 的 度量 ， 为 此 先 作出 下 一 个 定义 ，- 

5. 多 定义 设 (了, p) 是 度量 集 ,对 2E 及, 定义 

5,(z) 一 位 |yE 旦 , plz, ) 之 6}，s>0 是 实数 ， 


B= {5,2) |2EX, e>0}. 


则 以 比 为 基 的 互 称 为 度量 空间 ， 这 样 产 生 的 拓扑 称 为 由 产生 
的 度量 拓扑. 
现在 , 只 有 对 数学 十 足 外 行 的 人 才 会 企图 去 证 明定 义 ， 但 
是 ,上面 的 定义 作出 了 某 些 需要 证 明 的 结论 , 尤其 是 这 个 定义 判断 
多 是 基 , 这 一 点 不 经 过 证 骨 可 能 并 不 是 那么 显然 ， 下 面 就 处 理 这 
个 细节 . 
5.8 定理 ”对 度量 集 ( 子 , p) 而 言 , 如 一 {8,(%) |2E 革 , e>>00 
是 其 上 某 个 拓扑 的 基 ， 
证 明 用 1.29 证 明 这 个 定理 因为 对 每 一 点 %E 甩 , 显然 
2ES(z), 所 以 
bse = 有. 
现在 设 GE 三, 又 设 56(wJ), Sws) E 宁 使 得 
ZESe(oa MsSo(zo) . 
又 设 p(z, x) = 而 <<s1, p(o v9) = 由 <8s 且 设 
一 min (8s— dy, 81—). 
现在 考虑 8.(z). 设 YES,《2), 则 ply, 2)<a， 因 为 
ply, 全) Eply, 2) +p(s, ws3) <e td 
E(ea— 0d) +ds = 0s, 
所 以 YES。lzxa). 又 
ply, 0) EpY, 2) +pls, co) 一 8 十 起 
于 (B81 一) 十 员 =81 
因此 yES。《wr)， 这样, 我们 找到 了 5,(w) E 经 使 得 
SW) ES (50 (NS, (m3), 
根据 4.29, 多 是 基 . 秆 
注 在 5.2 中 定义 的 并 在 5.8 中 广泛 使 用 的 S,(%) 称 为 2 的 8- 球 
邻 域 ， 
5. 


出 现在 5.8 中 关于 度量 的 这 类 计算 是 度量 空间 中 十 分 典型 的 
运算 ， 学 生 应 当 熟 悉 这 类 计算 的 技巧 , 并 绘制 适当 的 图 形 帮助 自 
己 理 解 、 例 如 5.3 证 明 中 。 的 选取 就 是 受 了 图 5.1 所 示 情 况 的 启 
发 . : 


图 5,1 


有 这 种 情况 , 给 定 空间 成， 我 们 希望 知道 是 否 可 能 定义 一 个 
度量 p, 使 得 根据 5.2 由 这 个 度量 产生 的 拓扑 正好 与 原来 那个 拓 
扑 相同 。 对 于 具有 这 种 可 能 性 的 空间 , 我 们 给 它 一 个 定义 : 

6.4 定义 设 总 是 以 .9 为 拓扑 的 拓扑 空间 ， 如 果 能 够 定义 
度量 p, 使 得 由 Pp 产生 的 度量 拓扑 与 相同 , 则 称 了 为 可 度量 化 
空间 . 


例子 (和 练习 ) 
5.1 实 直 线 忆 连同 pl%, 办 一 12 一 y| 是 一 个 度量 空间 ， 这 样 定 
义 的 度 景 产生 与 五 的 寻常 拓扑 相同 的 拓扑 。 
5.2 ” 实 平 面 连同 
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5.8 


6.4 


pws, 1), (3, 的 ) = [Cm 3)*+ Ch ~ ys) 

是 一 个 度量 空间 ， 这 样 定义 的 度量 产生 与 实 平面 的 寻常 拓 
扑 相间 的 拓扑 . - 

设 ( 圣 , p) 和 (于 ', p 人 是 度量 空间 , 下 是 由 节 到 及 "的 关系 ， 
也 就 是 说 , 是 以 互 为 定义 域 , 邓 ' 为 值 域 的 也 许 为 多 值 的 
函数， 对 任意 %, yE 匡 , 设 有 pl%, 人 一 PFC， 7 这 
里 f(z) (或 1()) 表 示 了 在 %( 或 胃 的 任意 一 个 值 , 则 了 称 
为 由 马 到 三 的 等 距 ， 如 果 了 是 一 个 等 距 , 证 明 它 是 一 个 
同 胚 可 能 不 是 满 的 ). 

如 果 了 是 也 到 自身 的 等 距 且 有 是 紧 的 , 则 练习 5.8 最 后 
一 句 话 指出 的 情况 不 可 能 发 生 , 也 就 是 说 , 如 果 了 ;及 王 节 
是 等 距 且 且 是 紧 的, 则 了 一 定 是 满 的 ，- 

设 他 是 集合 , pl%, 殷 是 耳 x 卫 上 的 实 值 画 数 且 满足 

Ca) pz, 奶 一 0 当 且 仅 当 zy. 

人 b) 对 任意 % 9, 2E 革 ,pl%, 外 三 pw, 为 二 PC 中 则 

(XX, p) 是 度量 集 . 


注 着 手 解答 下 面 三 个 练习 之 前 , 注意 到 这 一 点 是 有 用 的 : 在 每 一 
个 度量 空间 忆 中 ,如 果 hE 之 且 % 是 和 4 的 极限 点 , 则 有 由 4 的 互 
不 相同 的 点 组 成 的 序列 {2w}, 使 得 Hm mm 一 各 


5.6 


设 了 是 具有 度量 p 的 度量 空间 且 $ 关 4 了 ， 定 义 有 4 的 
直径 3(4) ~ supp(w, 护 , 也 就 十 说, 它 是 4 中 点 之 间距 离 
的 最 小 上 界 . 证 明 
(a) 如 果 4CB, 风 8(4) 三 5(B). 
(b) 30) -8(D). 
(0) 如 果 4 是 紧 的 , 则 存在 z, YE 4, 使 得 8(4) 一 Plz, 的. 
(d) 存在 集合 4 (显然 不 是 紧 的 ), 对 万 有 YE4, 都 有 
plz, y) <6(A). 
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5.7 


设 也 是 以 p 为 度量 的 度量 空间 , 对 2E 也 ,$$ 关 4C 且 定 
义 pls, Dinf ps, 切 . 称 p(z, 4 为 点 % 到 集合 和 4 的 


距离， 证明 


(g 如 果 4 是 紧 的 ， 则 存在 点 9E4, 使 得 plz, 4)= 
pl%,), 
(pb) 存在 集合 4 (显然 不 是 紧 的 ), 对 所 有 yE4，, 都 有 
ple, 4)<p(w W. 
(0) A—{wlpls, 4) =0} 
设 王 是 以 p 为 度量 的 度量 空间 ,$4E ,和 BC 
定义 4 到 如 的 距离 
p(4 本 = inf ,ple, WD). 
证 明 
cla) pld, B)—p(A, B). 
(b) 如 果 和 4 和 B 是 紧 的 ， 则 存在 %E4, YEB， 使 得 
plA, B) pls, WD). 
(e) 存在 闭 集 4 和 如 (显然 不 同时 是 紧 的 ), 对 所 有 2E 4, 
yEB 都 有 ， 
p(4, B)<ple, 9) 
(d) 对 任意 集合 4, B, CE 人 有 
pldA, OEp(d, B)+p(AUB, 0)+8(B). 
(8) 对 任意 集合 4, B, CE 三, 有 
pl4, O) Ep(d, B)+p(B, 0)+3(B). 
给 出 8(B) *0 且 等 式 成 立 的 例子 ， | 


$2 度量 空间 的 某 些 性 质 
更 有 趣 的 问题 之 一 是 试图 解决 娜 一 类 空间 是 可 度量 化 的 ， 在 
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解决 这 个 问题 之 前 , 让 我 们 考察 度量 空间 的 某 些 性 质 ， 度量 空间 
有 相当 强 的 结构 , 这 可 由 下 列 定理 证 实 . 

5.5 定 理 每 一 个 度量 空间 者 是 Hamsalorf 空间 ， 

证 明 设 wm 9EZ, st 钞 则 pw, 轨 =d>0， 设 sa- 公 且 设 
U5.(w), =.(y), 则 口 和 矿 是 开 集 , 因此 我 们 只 需 证 明 
UNV=g. 

假若 0Z% 风 则 存在 :EDnF. 由 ED 有 px 办 <e. 同 
样 有 p(y, 人 <s， 由 此 

Po WDEpls, H+ ply, 2) <28—d. 
又 gmplz, 殷 <d。 这 个 明显 的 矛盾 说 明 
UNV=¢, 
因此 , 开 是 Hausdorff 空间 , 是 

5.6 定理 ”每 一 个 度量 空间 都 是 正规 空间 . 

证 明 我 们 已 经 知道 , 如 果 X 基 度 量 空间 , 则 它 也 是 一 个 
Hausdorf 空间 , 因此 它 是 Pix 空间， 这 样 , 我 们 只 需 证 明 如 果 4 
各 是 他 的 不 相交 的 闭 于 集 ， 则 存在 开 集 U，V， 使 得 ASU， 
BEV, BUNV -=#. 

对 每 一 点 a€4, 显然 4 不 是 也 的 极限 瞩 ， 因 为 , 如 果 是 
的 极限 点 ,由 于 也 是 闭 的 , 故 应 有 aE 了 B, 从 型 “E4 号 -由 但 这 
是 不 可 能 的 . 由 此 对 每 一 点 4€ 4, 存在 au>0, 使 得 8(a) 1 B 一 
4 设 避 -Sona(o). 对 每 一 点 5E 已 同样 存在 sa>0， 使 得 
SG) n 4- 由 设 Pu 一 Sun(B)。 最 后 设 

U-U, v= 


则 品 和 六 是 开 的 . 
我 们 现在 证 明 UNV$. 假若 UNV9, 设 “EUNV, 则 对 
某 个 4 有 2%EUs, 对 菜 个 5 有 wEVb, 因 此 pl%, a) <eo/2, p(w, 5) 
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<ea/2 上 且 
pa 四 所 ple D+ p(w D) < 二 Costs). 


如 果 ee 大 eo, 则 
plo, b) < (erte) Ee 


从 而 aE,()， 所 以 B.C5) NA 四， 这 与 ss 的 选取 矛 针 ， 另 一 
方面 ,如 果 50 三 6 则 
p(o < 站 (eset) Ss 


从而 5ESe(e) ,所 以 SoC) 0 Bw 四 这 与 54 的 选取 矛盾 .因此 
必定 有 UNF 一 加 所 以 了 是 正规 的 . 目 
对 度量 空间 性 质 的 进一步 探讨 吉明 ， 以 前 不 相同 的 一 些 概念 
在 度量 空间 中 等 价 ， 下 面 几 个 定理 可 以 说 明 这 一 点 。 
5.7 定 理 设 世 是 度量 空间 , 则 下 是 可 分 家 间 当 且 仅 当 六 
是 第 二 可 数 的 . 
证 明 设 也 是 可 分 的 ,又 设 
D={m =1, 2, .*} 
是 可 数 秽 密 子 集 , 再 设 
多 {8,(m0) lmE 是 大 于 零 的 有 理 数 }。 
因为 有 理 数 集 是 可 数 的 , 从 而 作为 可 数 个 形 如 
{an) |e 固定 ,7 是 大 于 零 的 有 理 数 } 
的 可 数 集 之 并 , 多 是 可 数 的 开 集 族 ， 我 们 现在 证 明 多 是 基 . 
设 zEX, IE WU, 则 存在 6>0, 使 得 BO)EU. 如 果 对 某 个 
忆 wm 可 选取 有 理 数 , 使 0<r<<s， 从 而 
acES(oOES (oOED. 
如 果 对 任意 如 sm, 则 «是 了 的 极限 点 ,因此 有 这 样 的 存在， 
使 得 二 ESun(o). 选取 有 理 数 7 使 得 8/3<7<s/2, 则 因 plw, 四 
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<a/8<r, 从 而 2ES,(w0)， 如 果 yESCm), 则 
plw, I) Epls, m) +p(lm, Y) <8/8t+e/2= Gece, 
因此 YE8Cw), 从 而 有 
vwES AES, EU. 
在 任何 情况 下 我 们 都 已 经 找到 5,(m) 6 名 使 cE8,(m)SSU, 因此 
纱 是 基 . 

反 过 来 的 证 明 已 由 1.32 解决 .四 

5.8 引 理工 是 列 紧 的 度量 空间 , 则 对 。>0, 夏 在 有 限 集 了 
使 得 及 一 S.C) 

证 明 假若 这 个 定理 不 成 立 ， 选 取 几 E 瑟 , 则 下 叶 B(on)， 
因此 我 们 可 以 选取 msE 且 一 S,(04)， 注 意 到 plwy o) 兰 e 我 们 
又 有 

Zh) SC), 
如 此 继续 , 在 第 % 步 ， 
Ee AOR 
因此 可 以 选取 woz 五 一 由 S.(o)， 且 有 
plm, 2) 宇 8 对 6 135 jn+1, 

考虑 这 样 得 出 的 序列 {zr}， 因 为 4 头 j 时 m 姑 oy, 因此 它 是 且 
的 无 限 子 集 ， 因 此 ,由 于 下 是 列 紧 的 , 则 {2} 有 极限 点 moE 站， 
这 样 一 来, 有 to 的 无 限 多 个 点 在 Boateu) 中 ,在 这 样 的 点 中 我 们 
取 两 个 不 相同 的 点 m 和 m， 则 


p(wm, oo) Ep (nm, mo) 十 Pa m1) < 各 + 竺 一 
这 与 pbzm 4) 宇 8 矛盾 ， 这 个 矛盾 证 明 引 理 成 立 . 目 
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5.9 引 理 ”每 一 个 列 紧 的 度量 空间 都 是 第 二 可 数 的 . 
证 明 对 每 一 个 正 整 数 % 设 Fs 是 使 
ul, Sam(o) 一 不 


成 立 的 有 限 集 ,这 里 Fs 的 存在 已 由 5.8 保 证 ， 设 D 一 站 Pom， ， 
若 思 是 可 数 个 有 限 集 之 关 因 而 是 可 数 的 ， 我 们 现在 证 明 万 = 三. 
设 msE 并 一 也 8s>0， 选取?>0, 使 得 1 aa<s, 因为 

X=- Suns), 


所 以 存在 yE am 了 使 得 “Szn(y)， 
从 而 


po <<e 和 YES(). 


由 此 对 每 个 8>0, 存在 YEDN5,《w), 所 以 ED, 因而 六 ~- 芳 . 
这 说 明 互 是 可 分 的 , 程 据 5.7, XX 也 是 第 二 可 数 的 . 是 

5.10 定理 度量 空间 是 紧 的 当 且 仅 当 它 是 列 紧 的 . 

证 明 根据 3.26, 由 紧 性 可 以 得 出 列 紧 性 .反之 ,如 果子 是 
列 紧 的 , 根据 5.9, 六 是 第 二 可 数 的 。 因为 互 是 度量 空间 , 根据 
5.5 它 也 是 Hausdorff 空间 ,从 而 它 是 Ti 空间， 这样, 我 们 希望 
的 结论 即 可 由 38.28 得 出 . 是 . 


例子 (和 练习 ) 


5.9 ” 回 过 头 来 考察 定义 3.22， 现在 我 们 证 明 宅 空间 是 是 完 
全 正规 空间 当 且 仅 当 对 互 的 任意 两 个 分 离子 集 和 4 与 BB， 
存在 不 相交 的 开 集 UU 入 ,使 得 4EU, BEV. 

5.10 证 明 每 一 个 度量 空间 是 完全 正规 空间 ，[ 提 示 : 首先 证 明 
度量 空间 的 每 一 个 子 空间 是 度量 空间 ， 也 就 是 说 ， 如 果 
4 及 , 则 度量 拓扑 与 相对 拓扑 一 致 ,] 
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5.12 


5.1 


ww 


65.14 


5.15 


5.16 


如 果 下 是 度量 空间 , 映射 P: 素 xx 入 -> 吾 由 pf[(z, 的 ] 一 
pw, 的 定 义 ,也 就 是 说 它 是 “到 4% 的 距离 , 证 明 是 连续 
函数 . ， 
试 证 如 果 下 是 连通 度量 空间 , 则 对 每 一 点 wEX, 函数 
je(y) 一 plw, 奶 有 介 值 性 质 [也 就 是 说 ， 如 果 J 人 9) 一 
a<o<b 一 fe(ys), 则 存在 YE 及 使 得 fe( 扩 一 可. 
试 证 存在 非 连通 的 度量 空间 全, 使 得 对 每 一 点 EY， 
fe(W) 一 p(w, 挫 有 介 值 性 质 ， . 
试 证 可 分 度量 空间 的 任意 子 空间 也 是 可 分 度量 空间 ，[ 提 
示 : 用 5.7 和 练习 1.7243， 进 而 证 明 如 果 互 不 是 度量 空 
间 ， 财 这 个 结果 可 能 不 成 立 {提示 ， 考 吾 练 习 1.74 中 的 空 
间 几 令 了 在 如 中 的 边界 卫 -Rr(7) 为 子 空间 ], 
下 是 以 p 为 度量 的 度量 空间 ， 如 在 练习 5.8 中 那样 定义 
P(A4,B)， 证明 p(4,B) 一 般 说 来 不 是 芝 的 所 有 子 集 所 成 
集合 上 的 度量 ， . 
现在 定义 仿 《4) 一 (5,2), 又 定义 
Ph, B) = inf {el BEB,CA) 和 AGS,(B)}. 


设立 是 度量 空间 , 了 "={010E 子 , O 是 闭 集 }, 则 是 
五 " 上 的 度量 ， 度量 ps 通常 称 为 空间 及" 的 Hausdorff 
度量 . 

证 明 任意 一 个 度量 空间 站 能 与 菜 个 以 p' 为 度量 的 度量 
空间 Z' 同 是 , 其 中 P 满足 条 件 : 对 任意 *',y'EX', 都 有 
pre sr)<1t， [提示 ， 设 五 "的 点 与 六 的 点 相同 , 定义 
Pte, 9) =p(%, /EL+p(w, Y)], 其 中 p 是 痊 上 的 度量 . 
然后 证 明 p' 是 度量 且 对 任意 % YE 芳 有 p'(z,)<1 再 
证 明 映 射 了 (2) =s 是 同 胚 . ] 
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.$3 度量 化 定理 
下 面 一 系列 定 观 和 引 惕 的 目的 是 为 了 得 出 这 样 一 个 结论 : 每 
一 个 正则 第 二 可 数 空间 在 定义 5.4 的 意义 下 可 度量 化 .在 准备 证 
明 这 个 结论 之 前 ,需要 相当 的 技巧 , 下 列 引 理 就 是 将 所 需 手 段 集中 
起 来 . 


首先 给 出 一 个 定义 。 
5.11 定 义 设 
将 = 人 |y 一 {9}, 对 每 一 个 ny 都 是 实数 且 
加 < 


也 就 是 说 ，.X 是 满足 下 面条 件 的 所 有 实数 序列 所 成 的 集合 :和 
中 序列 每 一 项 的 平方 所 形成 的 级 数 是 收 敏 级 数 ， 对 思 Et 定 
义 

as 


pe, 幼 =- 国 一色 中 
由 此 形成 的 度量 空间 称 为 了 ilbext 空间 . 


例子 (和 练习 ) 
5.17 证 明 p 是 .六 上 的 度量 
5.18 证 明 由 
B= {rlsEX, v= {rs}, 对 2>1, gn—0} 
定义 的 Y 的 子 空间 与 具有 寻常 拓扑 的 实 直线 同 且 ， 
5.19 更 一 般 地 , 由 
BE- {olsEX, sfm}, 对 说 m=0} 
定义 的 池 的 子 空间 与 部 维 欧 氏 空间 , 即兴 且 同 是 ,其 中 每 
一 个 有 是 具有 导 常 拓扑 的 实 直线 ， 
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5.20 由 
{lv€E YN v= tj， 对 每 一 个 ma 0 大 mwS1/ 对 
定义 的 .X 的 子 空间 称 为 耳 iLbert 方块 (或 Hilbert 超 平行 
体 )， 对 每 个 m 设 了 = [0, 七, 它 是 具有 实 直线 的 相对 拓 
扑 的 单位 区 间 ， 又 设 2 义 zu, 则 :6" 与 ze 同 胚 . 
5.21 证 明 Hilbert 方块 是 紧 的 . 
5.22 设 A={z|wEX, mS, j=1, 2 
其 中 芯 称 为 Kronecker delta, 于 定义 为 
车 弛 j, 6==0; 车 5 一 j, 剖 一 
也 就 是 说 ， 是 并 吉他 丰 扩 记 和 和 人 证 明 
万 是 闲 的 但 不 紧 . 
5.23 单位 球面 


8= 人 总 -1 af 和 、 
是 紧 的 吗 ? [提示 ， 用 上 面 练习 .32.] 


我 们 证 明度 量化 定理 的 计划 ， 是 证 明 每 一 个 第 二 可 数 的 正则 
空间 与 Hilbert 空间 (实际 上 是 Hilbert 方块 ) 的 一 个 子 集 同 胚 , 因 
此 它 是 可 度量 化 的 ， 这 样 一 来 , 我 们 需要 作 的 便 是 用 7 中 与 给 
定 空间 同 胚 的 子 空 间 的 度量 去 确定 一 个 相 容 的 度量 .为 了 定义 由 
我 们 的 空间 了 到 .和 "的 这 个 映射 ,我 们 必须 说 明 某 个 预先 指定 的 
点 4%E 甩 的 象 点 YE 的 各 项 %。 这样 ,就 需要 有 某 种 方法 来 联 
系 实数 序列 tn10 友 gm 友 1/ 对 与 我 们 空间 的 每 一 个 点 . 

我 们 希望 利用 X 的 正则 性 , 特别 是 用 3.18, 它 告 诉 我 们 对 每 
个 开 集 , 因而 也 对 点 2€ 于 的 每 个 基 元 形成 的 邻 域 B, 存在 另 一 
个 开 集 , 这 个 开 集 可 以 选 作 另 一 个 基 元 形成 的 2 的 邻 域 Bi, 使 得 
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zwGEBE 丽 Bi。 这 样 一 来 可 和 硅 一 囊 将 是 不 相交 的 闵 集 .如 
果 我 们 考虑 满足 条 件 BS B, 的 了 的 基 元 所 构成 的 全 部 集 偶 (By 
台 ) 的 集合 , 则 这 个 集合 是 可 数 的 (根据 王 的 第 二 可 数 性 )、 如 果 
我 们 能 将 每 一 个 这 样 的 集 偶 与 实 值 西数 入 (0 夺 h(%) 1TD) 联系 起 
来 , 那 末 我 们 至 少 是 部 分 地 接近 了 问题 的 解决 ， 为 了 做 到 这 点 , 先 
证 明 下 一 个 引 理 ， 

5.12 引 理 (Uzysohn) 设 节 是 正规 空间 ， 则 对 三 的 任意 
不 相交 的 闭 子 集 4 与 8, 存在 映射 f: 卫 >I， 了 =[0, 了 ,使 得 
f(A4) =0, f(B) -1. 

注 ”从 正规 空间 着 手 可 能 会 使 人 感到 奇怪 ， 因 为 我 们 感 兴趣 的 是 
第 二 可 数 的 正则 空间 .但 是 由 3.24 及 其 后 面 的 练习 可 知 ,第 二 可 
数 的 正则 空间 是 正规 空间 . 

证 明 第 一 步 . 设 宛 一 下 = Ga, 因为 卫 是 闵 的 , 故 是 开 的 ， 
又 因 4 由 B=$, 从 而 4SG， 根据 3.19, 存在 开 集 Gays， 使 得 4 
EG EG EG. - ， 

第 二 步 ， 又 根据 3.19,， 存在 开 集 Gs 和 Ga 使 得 

AC Gi EG EG ERG GE 
第 三 步 。 再 根据 3.19， 存 在 开 集 Gs, Gas, Gois 和 全 Grye, 
使 得 
AC Gi EH/ EG EEG EG Ea EG 
EOE Gs EG ESG Gr EERE 
如 此 继续 直到 

第 六 步 ， 根 据 3.19, 对 每 一 个 奇 整 数 26 一 1, 这 里 12% 一 1 

三 2* 一 1, 存在 开 集 Ge_uvar, 使 得 4EGaax 且 
Gos/ CE aD/ EG nrE Gna 
对 每 个 4 成 立 . 

根据 归纳 法 , 对 每 一 个 0 与 工 之 间 的 二 进 分 数 志 即 是 说 对 每 
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一 个 分 母 是 2"(n 衬 0) 的 分 数 志 我 们 能 够 作出 开 集 Gu, 使 得 对 两 个 
二 进 分 数 二 和 纺 4<t 泌 须 目 只 需 总 所 Gy 
现在 对 GE 和 ,定义 
fo)=inft 对 zk 
-1 . 对 EB. 
注 次 到 对 所 有 也 4EGu 因此 如 果 oE 4, 则 f(s) =0, 又 注意 到 
0 友 Fe) SI. 

下 面 的 工作 是 证 明了 连续 、 对 0<y<1 考 察 /1([0, 从) 的 
结构 。 对 f(z) E [0, 由， 也 就 是 0S.F(e) <y, 由 于 二 进 分 数 在 
.[@, 匡 笛 审 , 所 以 存在 二 进 分 数 如 ,使 得 

Jo inft <h<y. 
因此 wsEG4， 另 一 方面 ,如 果 如 <y 和 wvE, 出 
fo0) = inft<to<y, 从 而 了 (w) E {0, )， 
由 此 , 我 们 看 到 /区 [0, 的 ) 一 人} Gh， 因为 对 每 个 十 Gi 是 开 的 ， 
所 以 对 每 个 y, "1《[0, y)) 是 开 的 . 
根据 同样 的 理由 ,显然 
f(y, 切 )= 忆 (有 -9 
其 中 0S9%<1， 因 为 BE 区 ,所 以 对 等 个 记 时 一 G 了 瑟 - 到 出 
此 
岂 C 代 -GD3H CE- 本 . 
又 ,如 果 “ELk | (下 一 Go), 则 存在 1>g 使 得 sE 玉 ~ 全 ,根据 二 进 
分 数 在 [0, 杂 中 的 币 密 性 , 可 以 选 出 二 进 分 数 六 使 得 ?>F>y, 则 
本 EG 放大 一 兮 己基 一 Go 所 以 对 某 个 z>y 有 zaE 和 一 瑟 ,从 
页 
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acJ GZ- 本: 
所 以 只 人 -69ER CC 本 


因此 ,最 后 有 
HX-0-H -DD. 


因为 每 个 世 是 闭 的 ， 所 以 每 个 甩 - 卫 是 开 的 , 从 而 我 们 得 出 
(Cy 力 ) 一 由 (XB 是 开 的 . 
现在 设 吕 是 [0, 如 中 使 (2) EU 的 某 个 开 集 , 则 存在 [0, 刁 
中 的 苦 元 让 ,使 得 f(z) EVEU, 且 在 [0, 二 的 相对 拓扑 中 的 这 个 
基 元 六 具有 下 列 形式 之 一 : 
(D [0, WD, 0<y<1, 
(人 人 切 ，0<gy<1. 
(8) (gu, 的 )， 0<h<y<l, 
(4) [0, 边 . 
如 果 严 = [0, ), 根 据 土 面 的 证 明了 1(V) 是 开 的 . 
如 果 玉 = (y, 七 ,根据 上 面 的 证 明 广 +CV) 是 开 的 . 
奶 果 素 = gh, 四 )， 则 下 =Fanya 其 中 六 一 [0,93), Vs 一 
(gu, 习作 为 开 集 的 交 , 广 *(P = 广 :Fan 7 (Ps) 是 开 的 . 
最 后 ， 如 果 下 = [0, 切 ， 广 !(PF)= 王 ， 则 在 任何 情况 下 ， 对 
名 , 习 的 任何 基 元 , 广 :(F) 都 是 开 的 ， 由 此 ， 根 据 练习 3.12,， 了 
是 连续 的 ， 目 
至 此 , 我 们 已 经 作 好 了 解决 主要 问题 的 一 切 准 备 . 
5.18 定理 每 一 个 第 二 可 数 的 正则 空间 与 Hilbert 方块 的 一 
个 子 集 同 古 . 
证 明 设 水 ~ {BIi=1, 2,…} 是 可 数 基 ， 根 据 3.24 及 其 后 
面 的 练习 可 以 知道 , 我 们 的 空间 是 正规 的 , 因此 有 侈 的 元 素 形成 
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的 满足 条 件 总 SB 的 集合 个 , 因为 如 是 可 数 的 , 故 这 样 的 集合 偶 
所 成 的 集合 也 是 可 数 的 ,我 们 记 为 
{Psln—1, 2, .…} 
其 中 Ps ~〈 本 到 )， 责 已 ， 因 为 厌 站 (了 一 蕊 ) -和 芯 与 
艺 一 B 都 是 闭 集 ， 根 据 5.19， 我 们 可 以 定义 映射 有 :了 一 I 一 
[9, 了 0, 使 得 所 (加) 一 0, J,(X 一 及) ~1、 最 后 定义 f: 了 ->%', 其 
中 .%Y' 是 Hilbert 方块 ， 
fw) — {flo) /nln=1, 2,.%}. 

因为 对 每 个 m 0f。(%) 三 1 所 以 f(w) EX 

我 们 首先 证 明了 是 一 一 的 ， 设 zg, 则 因 万 是 Hausdor 代 空 
闻 , 根 据 3.17, 存在 开 集 , 且 这 样 的 开 集 可 以 选 作 基 元 ，B', 使 得 
EB,yEB, BN B'-$. 又 因子 是 正规 的 ,我 们 能 够 找到 B”E 
要 使 得 zEB"EE 问 B, 从 而 wEB', yEX-B, 这 样 一 来 集合 
偶 (B”,，B) E 2 也 就 是 说 对 某 个 mm 《8 本 = (Bi，B))， 这 样 
一 来 

六 (一 六 ( 丽 ) flB') =0, 

县 FD fF B=-fX—B)=1, 
由 于 了 (2) 与 1(9) 在 第 % 个 位 置 不 相同 ,所 以 (2) 尖 f(9). 

我 们 现在 证 明了 的 连续 性 、 设 wEXX, e>0, 我 们 希望 作出 
UE %, 使 得 对 任何 yEU,，, 有 

pf (wp), 了)) <s 在 .%' 中 成 立 ， 
首先 , 因为 对 任意 点 YE ,0 夺 f(2) 于 1 成 立 , 所 雇 
[ACR 


由 于 无 穷 级 数 澡 w* 收敛 , 因此， 当 六 充分 大 时 
入 


“29 - 


而 
现在 , 设 45< 和， 因为 函数 户 : >I 连续 ,所 以 存在 TaE 和 vv 使 得 
当 yEUVs 时 ,有 


je 
Po) —frC) 1 < 
2 


2C(NW—1)"* 


或 |fr(%) 媚 x |” < 


今 设 0 一 站 TV 如 果 yEUV, 则 
0) -flD DSr fo) ~ fl 
Om OL OA 


fel br 


+ 名 | ,0 AOE 


ba 


< (一人 本 + 条- 2， 


了 1) 
所 以 p(J (2), 了 (9)) <<e， 从 而 了 连续 . 
最 后 ,我 们 必须 证 明了 是 开 映 射 , 设 口 是 蕊 中 的 开 集 , 出 对 
.2EU, 存在 六, BE 好 使 得 
EBCEBECBEU, 
这 可 由 耻 的 正规 性 及 绣 是 基 这 两 条 得 出 。 由 此 , 集 侦 (B。， By) 
E 红 设 (B, B=(B?, B3), 则 
户 (a] =f (BO) =—0, 
又 因为 下 -UE 了 一刀, 从 而 
flX-U=f (XR—B)=1, 
所 以 对 任意 YE 及--U,， 有 
po Ko) [A 


=[ | 产 ( 人 一 产 (的 用 ]”- 工 
2 Py 
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这 样 ,如 果 古 ~ Sue(f(o))E Ar 则 由 yEV 可 得 出 
pF), 力 < 二 和 fy) EU. 
因为 , 如果 不 是 这 样 , 则 有 
(WEX-U 和 pf, ft) EE, 


这 是 一 个 矛盾 ， 所 以 了 (VV)EU, 从 而 wsEV 了 (D0), 由 此 得 出 
了 (U) 是 开 的 , 总而言之, 我 们 已 经 证 明了 了 是 一 一 连续 开瑞 射 ,所 
以 了 是 工 与 Hilbert 方块 某 子 集 之 间 的 同 胚 ， 重 

.14 定理 每 一 个 第 二 可 数 空间 是 可 度量 化 的 必须 且 只 需 
它 是 正则 的 . 

证 明 如 果 于 是 第 二 可 数 的 正则 空间 ,根据 5.18, 对 是 可 度 
量化 的 . 

反之 , 如果 是 第 二 可 数 空间 而 且 可 以 度量 化 , 则 总 是 具有 
某 个 度量 p 的 度量 空间 , 由 5.6, 互 是 正规 空间 , 又 由 3.17, 六 是 
正则 的 . 目 


例子 (和 练习 ) 
5.24 证 明 每 一 个 局 部 紧 的 第 二 可 数 Hausdorff 空间 是 可 度量 化 
的 . [提示 : 紧 化 这 个 空间 , ] 
5.25 证 明 Urysohn 引 理 (5.19) 的 道 命题 成 立 。 


$4 完备 度量 空间 
我 们 现在 的 计划 是 考察 另 一 类 特殊 的 度量 空间 、 这 一 类 空间 
具有 区 别 于 其 他 空间 的 性 质 一 一 完备 性 ， 这 是 一 个 比 紧 性 弱 一 点 
的 性 质 ， 这 类 空间 在 分 析 中 起 着 重要 的 作用 事实 上 , 分 析 中 的 
Banaoh 空间 本 质 上 是 具有 某 些 代数 结构 的 完备 度量 空间 ， 因 此 ，- 
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完备 度量 空间 对 于 爱好 分 析 的 学 生 有 特殊 的 趣味 . 

引信 定义 设 了 是 度量 空间 , {zs} 王 开 是 序列 .如果 对 每 个 
e>0, 存在 整数 六 >0, 使 得 m, n> 本 时 有 p (ws, zao)<s, 则 称 
{wo} 是 Gauohy 序列 . 

吉 . 芭 定义 设 下 是 度量 空间 , 如 果 并 中 的 每 一 个 Canohy 
序列 都 收敛 于 达 中 的 点 , 则 称 最 是 完备 的 . 


例子 (和 练习 ) 
5.26 具有 度量 
Pte, 9) — |2—9| 
的 实 直 线 是 完备 度量 空间 . 


5.27 4 维 欧 民 空间 妈 一 n 个 实 直线 的 拓扑 积 ,是 具有 度量 
ple, =-[ 容 [a—gl] 


的 完备 度量 空间 
5.28 Hilbert 空间 是 完备 度量 空间 。 
5.29 设 
Or0 一 {flf 是 以 [0, 妇 为 定义 域 的 实 值 连续 函数 } 
又 设 
plf, 9) = sup 1f (2) gC)|, 
则 CT[0, 了 ] 是 完备 度量 空间 . 
5.80 设 % 是 由 所 有 实 值 有 界 序列 组 成 的 集合 , 即 是 说 
%m 一 {2= {ze}| 对 每 一 个 % 一 1,，2,…, wr 是 实数 ,县 对 
某 个 依赖 于 % 的 实数 区。,|w%| < 五 站 . 
定义 po Y) =sup lm 一 加， 
则 m 是 完备 度量 空间 。 
182+ 


5.81 


5.82 


5.33 


5.84 
.385 


5.36 
5.87 


5.88 


设 " 是 所 有 的 实 收敛 序列 所 成 的 集合 ， 定 义 P(2, 及 一 
sap jz 一 |， 则 6 是 完备 度量 空间 ， 且 它 是 前 一 个 习题 中 
的 空间 m 的 子 空间 . 

证 明 完 备 度量 空间 的 定义 可 以 削弱 为 仅 只 需要 每 一 个 
Oauehy 序列 在 互 中 有 极限 点 ， 即 是 证 明 如 果 度 量 空 河 五 
中 的 Cauohy 序列 有 极限 点 xo, 则 它 收 伍 于 zo. 

证 明 每 一 个 紧 的 度量 空间 是 完备 的 . [提示 用 上 面 的 练 
习 5.82 和 3.26.] 

证 盟 完 备 度量 空间 的 任意 闭 子 空间 是 完备 的 。 

(a) 设 卫 是 实 直线 ,定义 六 避 >( 一 1), 其 中 


7 -Ta 
则 了 是 同 厦 . 
《b) 瑟 是 完备 度量 空间 , 但 是 与 五 同 胚 (根据 (a)) 的 子 空 
闻 ( 一 1 ) 不 是 完备 的 ,因为 Oauchy 序列 


fi n= 2, -| . 

不 收 钱 于 (一 了) 中 的 点 ， 

完备 性 不 是 拓扑 性 质 。f 提 示 ， 用 上 而 缘 习 是 .36.1 

(a) 设 下 是 度量 空间 , {zo} 是 六 中 满足 条 件 lim ww 一 soE 
天 的 序列 证明 {zs} 是 Canehy 序列 . 

(b) 如 果 了 EE 羡 ,了 是 了 的 子 空间 且 了 是 完备 的 ,证 明了 
是 蕊 中 的 闲 集 . 

《o) 如 果 互 一 已, 出 三 的 任意 完备 有 界 子 集 是 紧 的 ，f 集 
合 4E 呈 称 为 有 界 的 ,如果 存在 点 *E 开 及 有 限 实数 
丸 , 使 得 AE Sy(z).] 

设 4={zja= 部 , j=1, 2, …} 会 将 是 HDiberi 空间 的 单 
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位 点 所 成 的 集合 ( 参 媳 练习 5.22)， 证 明 4 是 完备 县 有 办 
的 ,但 是 4 不 紧 . : 


综 习 5.87 通 到 的 情况 也 会 出 现在 稍微 更 一 般 的 空间 中 , 外 在 
任意 区 氏 空 间 配 ~ 多 BB 中， 完备 有 界 子 空间 是 紧 的 ， 忆 是 实 歼 
集 ， 可 异 象 上 面 练习 5.88 表明 的 那样 , 这 个 结果 在 一 般 情 况 下 并 - 
不 成 立 ， 但 我 们 不 必 灰心 , 因为 加 强 一 点 条 件 就 能 克服 这 个 困难 ， 

这 首先 需要 作出 下 一 个 定义 。 

5.17 定义 上 度量 空间 称 为 完全 有 界 的 。 如 果 对 每 个 。>0, 存 
在 有 限 集 一 fou oo …, mn, 使 得 世 SC) 

由 此 有 下 一 个 定理 . 

5.18 定理 每 一 个 完备 完全 有 界 的 度量 空间 是 紧 空 间 ， 反 
之 ,这 个 定 再 的 逆 定 再 也 成立 . 

证 明 ” 设 瑟 是 完 务 和 完全 有 界 的 。 根 据 5.10, 我 们 只 证 明 
X 是 列 紧 的 . 为 此 目的 , 设 4 是 下 的 一 个 无 限 子 集 ,由 于 计 >0， 
由 开 的 完全 有 界 性 ,存在 

P= {ey aa Vi} 

使 三 局 | Syakzw)， 县 对 菜 个 如 Solwu) 站 4 是 无 限 集 , 因为 如 
果 不 是 这 样 ,4 将 是 有 限 集 ， 将 了 的 点 适当 秆 新 命名 , 我们 能 够 
假设 Suo(ca) 人 4 是 无 限 集 ， 设 44=AN Sua(eaa)， 

同样 ,存在 Pa- fo cos, …， osm 使 


ES 局 Slow， 


因为 4; 是 无 限 集 , 故 有 使 得 Si 人 wa) Mi 4 是 无 限 的 , 我 们 也 可 
以 设 如 = Suslzat) 间 A 是 无 限 集 ， 一 般 和 耐 言 ， 如 果 忆 经 定义 了 
"134 ， 


4 则 存在 及 = {zm， sz,，…， zxns} 使 得 
XE Smken), 
县 对 某 个 有 4rn S54 mlzmm) 是 无 限 集 ， 我 们 可 以 设 这 个 
5 是 1 由 此 设 4 hr 人 Suvyx《mw)， 可 以 团 出 对 每 个 上 >1, 一 
般 地 有 4s 三 1， 
现在 选取 呈 E 41, omE 4 一 {8}, 一般 而 言 , 取 
mE 4h- oy. 
因为 每 一 个 4 是 无 限 集 , 所 以 这 样 的 迄 择 总 是 可 能 的 。 而且, 这 
样 选 出 的 序列 {zw} 是 Cauehy 序列 . 因为 设 s>0, 我 们 可 以 选取 
上 >0, 使 得 1/2*!<a, 和 如果 mm， nn 兰 友 则 
tmEAdnCAs 和 wa EAs Ag, 
叉 因 4 三 Bix (wm)， 所 以 wo， amESiya(zaz)， 从 面 
ps, tm) Ep len, ma) + phn, Lm) 
因为 了 是 完备 的 ， 所 以 {zx} 收敛 于 某 个 点 mw 及 。 叉 因为 {zn} 
记 4, 故 是 4 的 极限 点 ， 由 此 并 是 列 紧 的 , 再 根据 前 面 关于 
5.10 的 论述 ,我 们 已 经 完成 了 证 明 . 
相反 的 证 明 比 较 容 易 , 我 们 将 它 留 给 学 生 去 完成 。 | 


85 范畴 定理 
我 们 现在 研究 导出 了 称 为 Baire 范畴 定理 (有 时 称 为 Baire~ 
Moore 定理 ) 的 一 系列 定理 . 这 些 定理 有 时 能 在 拓扑 和 分 析 中 找 
到 用 处 ， 
首先 需要 一 个 定义 。 
上 5.19 定义 设 忆 是 拓扑 空间 ,WE 三 ， 如 果 ( 轩 ) "一 %( 也 就 基 
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说 ,如 果 太 的 闲 包 的 内 部 是 空 集 ), 则 称 丸 无 处 稠密 。 


练 习 


5.89 如 果 罗 三 碟 是 无 处 稳 密 的 , 则 
(a) ( 丙 * 在 三 中 稠密 . 
(b) 对 每 一 点 2E 和 和 每 一 个 使 得 wEO 的 开 集 0, 存在 
非 空 开 集 O04, 使 得 0:0 和 ON". 


56.20 定义 大 是 拓扑 空间 , 集合 BE= 瑟 ， 如 果 下 是 可 数 个 
无 处 秋 窗 集合 之 并 ， 则 称 它 为 Baire 第 一 范畴 集 ， 如 果 了 不是 
Baire 第 一 范畴 集 , 则 称 它 为 Baire 第 二 范 连 集 如 果 了 3 在 和 中 
的 余 集 是 Baire 第 一 范 央 集 , 则 称 它 为 简 余 集 ， 

56.21 定理 设 了 是 度量 空间 , 则 多 是 完备 的 当 且 仅 当 对 每 
一 个 刚 集 序列 {0}, 如 对 每 一 个 n， 它 满足 条 件 Ceeac=Cu 并 且 

lim 8(0») ~0, 


则 向 Cs 是 一 个 单 点 集 ， 

注 ， 6(4) = sup pl®, 奶 ，( 参 看 练习 5.6.) 

证 明 、 假 车 和 是 完备 的 。 构 造 序列 

{onl E Orn, N=1, 2, +}, 
则 {zx} 是 Cauohy 序列 。 因为 设 s>0, 我 们 可 以 选取 We>0, 使 
得 2%> 时 有 8(Os)<8 成 立 ， 因 为 n 宇 m>> 入 :时 有 425EOnEOm 
成 立 , 又 因为 snEOm, 所 以 
plan, wm) EOn) <8. 

由 于 也 是 完备 的 , 所 以 {zs} 收 全 于 某 个 点 mo 下 

如 果 对 党 个 万 >0, 当 m> 到 时 总 是 有 mm 一 wo, 则 

won EOnESOs 
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对 TbSm 成 立 , 从 而 mE 六 0 
另 一 方面 ， 如 果 有 任意 大 的 mw 使 得 m% 到 ww， 取 定 m>>0， 因 
为 lim ,~wo, 所 以 对 a>0, 存在 n>m, 使 得 
Wapvo, pplzn, 20) < 
由 此 即 知 是 0, 的 入 限 点 , 又 因为 0, 是 闭 的 , 从 而 EO 因 
为 CAECw 故 有 aoECm， 再 根据 m 的 任 写 性 , zo€E Om 对 所 有 的 
似 都 成 立 , 从 而 


现在 假设 YE 自 C。， 对。>0, 选 取 序 ,使得 >>, 时 8(0%) 


<s 成立 , 则 
zo, YEO。 和 plwo, Y) EEO,) <s. 
因为 是 任意 的 , 从 而 p(wo, 四 =0, 所 以 mo~y。 由 此 
入 0.- {wo}. 

反之 , 假若 定理 的 条 件 成 立 ， 设 {zs} 是 下 中 的 Cauchy 序 
列 , So) 一 位 |p(%, 及 二 时 、 对 每 个 正 整数 妃 存在 正 整数 rw 当 
Ww 时 有 plem, ma) 之 1/2*, 而 且 我 们 可 以 假定 选 出 的 m 是 具有 
这 个 性 质 的 最 小 整数 ， 这 说 明 rw 入 ntz。 
定义 Cu 一 Dayare(zae) k=1, 2, °°, 
显然 Oc {ylple,, Y < 如 村 
因此 3(C) 系 1/2* ”与 lim (O01) -0. 

我 们 证 明 Cx 是 递减 序列 , 也 就 是 说 Orns 三 Os， 设 YEOk+y 
则 由 沁 的 选取 有 


1 1 
plY, Lan) 生 各 和 和 p(n, Tnen) sor. 


3? 


由 此 得 
PlY, Ln) ED(Y, nor) + PLL an 


< 去 + 可 -起 
从 而 YEO. 所 以 Ox Ox. 

根据 假设 条 件 [a {zo} 是 单 点 集 ， 对 8s>0, 选 下 六 ` 使 得 
1 则 当 ?>9z 时 ,因为 moEOx， p(zo zm) 三 1/2* 4 从 而 


PCwo， ao) Ep vo, tn. 2 +plvm, tn) 
二 革 ?+ 训 去 < 
南 此 lim w。 一 m, 所 以 下 是 完备 的 . 和 
人 29 定理 设 了 是 完备 度量 空间 , 则 是 Baire 第 二 范畴 
集 、 . 
证 明 设 YEX, 六 是 第 一 范畴 集 ， 我 们 只 需 证 明 六 区 或 
存在 点 2E 生 一 下 . 
太 ~ 迪 Ww 其 中 ,是 无 处 稳 密 的 ， 因 为 对 每 个 %，( 轴 ,) "在 
开 中 稠密 ,由 练习 5.39, 存在 点 mE ( 玉 )* 与 >0, 使 得 Steo 站 
和 一 $.。 所 以 
SD EB,(m) 与 Bal) NN 
设 85/2 一 61 因为 《81s)" 在 工 中 稠密 , 所 以 存在 点 mmEBu(co 站 
《8。)"、 同 前 面 一样 ,我 们 选取 ay>0, 使 得 
(D) 0<s<ey2， 
(0) FN Nog 
， (3) 可 CE 有 GT 
一 般 而 言 ,对 每 个 * 选取 mmES (es NV。 和 en 使 得 
(1) 0<en< sr/2, 
* 138， 


(2》 豆 -0 站 11 一 内 
(9) Boon) EB Cn). 
这 样 一 来 , 我 们 得 到 了 递减 的 闭 集 序列 驯 ,Czm) 而 且 
SSRGJ<e/2r>0, 因此 根据 5.31, 存在 点 mE 全 Betas)， 
设 mm>0 被 固定 , 则 
、 woE Slom) 与 Soden) NN Ne, 
所 以 zo 皇 和 。， 又 由 于 n 是 任意 的 ,从 而 对 任意 wm0 叶 Wn。 所 以 


mo$ NN ooEX—N, 


从 而 三 不 是 Baire 第 一 范畴 集 . 目 

志 . 风 定理 设 革 是 完 贫 度量 空 间 , RE 子 ，R 是 剩余 集 , 则 
五 是 稠密 的 . 

证 明 设 2E 瑟 一 六 我 们 只 需 证 明 % 是 五 的 极限 点 ， 因 为 
开 一 下 是 第 一 范畴 集 , 所 以 


-R= Um, 


其 中 每 一 个 是 无 处 稠密 的 ， 设 0 是 开 集 且 wEO， 我 们 选取 
s>0 使 SmEO， 现 在 着 手 构造 点 的 序列 {on} 和 这 些 点 的 邻 域 
的 闭 包 , 这 些 点 的 邻 域 ,(zs) 象 在 5.22 证 明 中 那样 , 使 得 

(1) 0<er<en 32/2, 

(2) Blon) 站 一 由 

(89) Solon) EB Cn), 
并 且 还 有 ES.(w) 和 Blm) 刁 6.(w). 这 是 可 能 的 ,因为 wx 选 自 
(WW), 而 ( 轴 ,)* 是 互 的 稠密 子 集 ， 所 以 存在 四 E&(o)n (有 7)9 
且 我 们 可 以 选取 ea 使 甩 (zjE8Se( 坟 ， 则 象 在 5.32 中 一 样 ， 


mo€ Bt Es) 
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且 mm 生 1、 由 此 , 在 每 一 个 包含 "的 开 集 0 中 , 有 mmE 瑟 到 - 
刁 . 所 以 =E 豆 , 因此 怠 在 开 中 稠密 . 旧 


例子 (和 练习 ) 


5.40 “在 练习 5.29 的 空间 0[0, 刁 中 , 我 们 知道 这 个 空间 是 完备 

的 , 设 

PP 一 {/| 对 某 个 eE [0, 本 ,对 正 整数 中 和 
对 所 有 >0，|(J(e+ 及 一 Ka)) /| 友 叶 . 

设 8=-C 0, 本 一 过 Pm, 则 8 是 在 [0, 世上 任意 点 都 没有 

有 限 右 导数 ,但 在 [0, 全 上 连续 的 全 体 函数 所 成 的 集合 . 

《a) 证 明 每 一 个 Po 是 闭 的 。 

《b) 证 明 对 每 个 JE P。 和 每 个 s>0, 存在 9EO[0, 刁 ， 使 
得 9 和 Pn, 9ES.( 了 )，[ 提 示 ， 在 6/2 误差 范围 内 用 
折线 逼近 六 然后 在 e/3 误差 范围 内 用 具有 下 人 述 性 质 
的 锯 将 线 逼近 折线 的 每 一 段 ， 锡 将 线 的 此 的 边缘 有 绝 
对 值 大 于 n 的 正 或 负 的 斜率 , ] 

《0) 用 上 面 的 (a) 和 (b) 证 明 每 一 个 Pn 无 处 秽 密 . 

(9) 证 明 岂 Pn 是 Baire 第 一 范 蝴 集 . 

(e) 证 明 8z 由 。 

(f) 证 明 在 [0, 英 上 存在 这 样 的 连续 函数 ， 它 在 [0, 匡 的 
任何 点 都 没有 有 限 导 数 . 

5.41 (a) 设 耻 是 完备 度量 空间 , 了: 之 > 下 是 使 PCf(2), /9)) 
之 ap(w, 8) 成 立 的 映射 其 中 0<a<1 且 a 不 依赖 于 
zz 或 Yy. 证 明 存 在 点 woE 尽 , 使 得 foo) 一 mo，[ 提 示 ， 
设 wEX, 定义 区 一 加 一 oo 
证 明 {wr} 是 Canchy 序列 ， 又 设 zo 一 im w。。 证 明 mo 


“0， 


具有 性 质 f(z6) 一 zo.] 
《b》 进而 证 明 ‰ 是 唯一 的 ， 即 是 说 没有 另外 的 点 四 使 得 . 
(ez) =—%, 
(6) 考虑 具有 边界 条 件 gwo) 一 yo 的 微分 方程 儿 一 7o, 幼 ， 
其 中 和 9% 是 实数 ， 设 了 是 在 
D={(%, Wl2—m0lE0, 9 一 加 | 至 和 o>0, b>0 
上 的 连续 函数 , 又 设 N—max lf(w, 她 | 且 aN<5. 再 
设 对 某 个 图 定 的 玉 >0， 上 满足 Lipsohitz 条 件 
lf lw, 及) 一 Fw yo) {EK | ys), 
(v, gn) 与 (2, gy) ED. 
现在 定义 
卫 ~ {gy(2) |g 是 实 变量 2 的 实 值 连续 证 数 且 对 1z 一 xol 
Se 有 [ly(%) 一 yo| 扎 引 ， 
又 定义 
ply 5) ~ Sp ly (0) ya) |, 
ys, Ysa€E XY, 
证 明子 是 其 有 度量 p 的 完备 度 景 空间 。 
(9) 设 王 与 上 面 (6) 中 的 他 相同, 由 
TW -w+ Ac yd 
定义 TTT: 六 一 了 .证 明 人 (9) E 耻 进而 证 明 
pT (Y), TY3)) EoKplys, ya). 
现在 选 玻 4 如 此 小 ,使 4 区 <1. 
《8) [(Q) 的 继续 ] 证 明 存 在 唯一 的 yE 子 , 使 得 
TJ(y) =y, 部 是 
1241. 


9 -oo+ 人 7 9 6)) th, 

因此 , 具有 边界 条 和 件 y(zo) yo 的 微分 方程 (2) 一 Ge 幼 

至 少 在 卫 的 a<1/ 玉 部 分 有 唯一 解 . 

《学 期 论文 ) 这 个 习题 的 且 的 是 将 经 常 使 用 的 由 有 理 数 得 

到 实数 的 技巧 一 般 化 ， 具体 说 来 , 我 们 希望 证 明 任意 的 度 

量 空间 (例如 有 理 数 集 ) 与 某 个 完备 度量 空间 (例如 实数 集 ) 

的 一 个 子 空间 等 距 . 
现在 设 也 是 具有 度量 p 的 度量 空间 ， 设 

了 一 {{zw} | {vw} 是 诸 点 msE 三 组 成 的 
Canehy 序列 }. 
在 了 中 定义 关系 “~” 为 
v= {rs} ~y = {yn} 

当 且 仅 当 lim pwn, gs) 一 0， 

(a) 证 明 “~” 是 了 中 的 等 价 关 系 . 

(bp) 设 2= 了 /~, 也 就 是 说 名 是 在 等 价 关 系 “~” 下 下 中 
元 素 的 所 有 等 价 类 所 成 的 集合 .用 5= [o] 表示 元 素 
XEZ, 这 里 ZEF, vw 一 {on}, fo 是 三 中 的 Oauchy 
序列。 在 2 中 定义 

PC DD) ~lim pcw yo) . 


则 
(1) 证 明 p 与 {zx} € [6] 和 9} E [9 的 选取 无 关 . 
(i) 证 明 p 是 卫 上 的 度量 . 
(0) 车 Z 具 有 由 产生 的 商量 拓扑 .证明 多 是 完备 
的 . 
(d) 定义 f: 玉 >2 为 1(%) 一 [9] 一 Lzn}]， 其 中 对 所 有 


"142， 


都 有 作 = 也 就 是 说 每 一 个 点 “E 互补 上映 为 一 个 常数 
序 到 2 2 必 …。 证 明 f 是 革 与 各 的 一 个 于 集 之 闻 
的 等 距 . 

(@) 证 明了 (了 ) 在 入 中 稠密 

《f) 证 明王 是 可 分 的 当 且 仅 当 ZZ 是 可 分 的 。 
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参考 书 


希望 下 列 书目 成 为 进一步 学 习 点 集 拓扑 学 的 指南 。 这 些 书 有 的 与 本 书 


讨论 的 内 容 相 局， 但 是 , 无 论 在 进一步 研究 点 集 拓扑 学 或 是 在 讨论 点 集 拓扑 
学 对 代数 拓扑 学 和 分 析 的 应 用 方面 , 许多 书 都 相当 大 地 超出 了 我 们 讨论 的 范 


围 . 


这 些 书 各 有 自己 的 优点 ,但 著者 认为 Kelley 的 书 和 由 Hocking 与 Yony 


合 著 的 书 特别 有 用 ， 
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一 一 对 应 

一 一 画 数 

一 个 集合 到 另 一 个 集合 
的 中 次 


下 界 
下 确 界 
上 界 
上 确 界 
子 集 
子 空间 


了 Hilbert 方块 
开 入 

开 函 数 
汽 限 集 
无 处 稠密 的 
内 函数 
分 离 公理 
分 离 的 

分 离 集 

公理 


一 和 画 
one-to-one correspondence 11 
‘one-to-one funotion 57 
distance from one set to another 118 

三 和 画 
lower bound 17 
infimum 17 
upper bound 37 
supremum 17 
aubset 2 
Bubspace 36 

四 丁 
Hilbert cube 125 
open set 23 
open fanction 61 
infinite set 1 
nowhere dense 136 
interior funetiom 61 
separation axiom 78 
separated 98 
Beparated pet . 98 
axiom 12 


”以 拉丁 字母 开头 的 条 且 按 其 后 第 一 个 汉字 笔 数 排列 。 
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De Morgan 公式 
Urysohn 引 理 
Zorn 引 理 


可 数 基 

可 数 集 

可 数 紧 
可 数 紧 空 间 
可 数 无 限 

可 数 无 限 集 
可 分 的 

可 分 宅 体 

可 度量 化 空间 
正规 空间 

正 册 空间 
平面 寻常 拓扑 
平庸 拓扑 
右 序 拓扑 
加 细 

对 称 

包含 


由 瑰 密 的 


De Morgan’s rule 
Uryeobn’s lemma 
Zorn’g leomma 

五 夯 
countable base 
countable set 
eonntably compact: 
countably compact spaoe 
countably infinite 
countably infinite set 
separable 
separable space 


” metrizable space 


normal space 

regnlar space 

usual topology for plane 
trivial topology 

right order topology 
refinement 

symmetry 

inclnsiom 


六 画 


closed 

closed set 
closed function 
union 
intersection 
relation 


reflexivity 


dense in itself 


126 


116 


对 
61 


在 … "点 连续 的 函数 
有 限 集 

有 界 集 

有 限 交 性 . 

划分 

空间 


同 肥 
全 序 关 系 
传递 性 
仿 紧 

仿 紧 空间 
导 集 


完全 有 界 的 
完全 不 连通 的 
完全 正规 空间 
完备 的 

完备 度量 空间 
序 

序 关系 
Cauchy 序列 
良 序 (的 ) 
连续 

连续 象 

连续 函数 
连通 

连通 空间 
连通 分 支 
极限 点 
Lipschitz 条 件 


»148. 


continuoua at a point 

a funoction is eontinuoue at a point 
finite set 

bonnded sat 

finite intersection property 
partition 

factor space 
homeomorphism 

simple order relation 
transitivity 

paracompact 

paracompact space 

derived 


七 ”着 
totally bonnded 
totally disconnected 
completely normal apace 
complete 
tomplete metric space 
Order 
order relation 
Cauchy sequence 
well-ordered 
continuous 
continuous image 
continnous fanction 
connected 
Connected space 
component 
limit point 
Lipsehitz condition 


110 


182 
132 


邻 域 

令 域 到 
局 部 紧 
局 部 紧 空 间 
局 部 连通 

局 部 连通 空间 
局 部 有 限 


Baire-Moore 定理 
Lindelaf 定理 
Tyehonoff 定理 
单 点 紧 化 

单 链 

To 空间 

ZT: 空间 

zs 室 间 

Ts 空间 

ZT 空间 
Hausiorf 空间 
Hilbert 空间 

实 直线 的 寻常 拓扑 
拓扑 

拓扑 空间 
拓扑 性 质 
拓扑 的 基 
拓扑 的 比较 
拓扑 的 次 基 
直径 
yehono 和 F 板 
Buler-Venn 图 
函数 


neighborhood 

system of neighborhoods 
locally compaot 

locally compact space 
locally connected 

locally connected space 
looally fmite 


八 郴 


Baire-Moore theorem 
Lindelsf theorem 
Tychonof! theorem 
one~point compactifioation 
simple chain 

To space 

加 space 

spaee 

Ts space 

Ts space 

Hauador 企 space 
Hilbert space 

usual topology for line 
topology 

topological space 
topologicai property 
base for a topoiogy 
comparison of topologies 
sub-base for a topology 
diameter 

Tychonoff pank 
Euler-Venn diagram 
function 


»149. 


函数 的 限制 
函数 的 扩张 
强 

弧 连 通 
弧 连 通 空间 
范畴 
Baire 范 畸 


度量 

度量 集 

度量 空间 

度量 拓扑 
Hausdor 企 度量 
赣 象 

差 

指标 集 

相对 拓扑 

映射 

点 的 序列 的 极限 
点 到 集合 的 距离 
朱美 函数 
选择 函数 
选择 公理 


较 细 的 拓扑 
真 包含 


50。 


Yestriction of a fnnetion 
extension of a fanoction 
are 

arewise connected 
arowise conneoted space 
category 

Baire category 


九 茵 
metrie 
metrio get 
metric apace 
metrie topology 
Hausdorff metrig 
inverse image 
difference 
indexing seb 
relative topology 
mapping 
limit of a sequence of Point 如 


distance from a point to & set 


identity funotion 
choice function 


axiom of choioe 


十 画 
descrete topology 
ohained by 
finer topology 
proper inelusion 
lattice 
compact 


常 秆 函数 

基 

球 极 平面 射影 
象 

第 一 可 数 性 公理 
第 二 可 数 性 公理 
笛 卡 儿 税 
偏 序 关系 


割 点 
最 大 下 界 
最 小 上 界 
剩余 集 
等 价 ， 
等 价 类 
等 价 关系 
等 距 

集 

集合 的 痊 
集合 的 交 
集合 的 并 
集合 的 内 部 
集合 的 边界 
集合 的 余 集 


CoInpact space 
produdt 

product topology 
product space 
projection 


十 一 画 

constant funotion 

base - 
stereographic projection 
image 

first axiom of countability 
Second axiom of countability 
Cartesian product 

patial order relation 


十 二 画 


cut Point 

gzeatest lower bound 
least npper bound 
residual 

equivalence 
equivalence class 
equivalence relation 
isometry 

Set 

difference of gets 
intersection of seta 
union of getg 
interior of a get 
{frontier of a set 
oomplement of a get 


65 
65 


集合 的 闭 包 
集合 的 元 素 
集合 的 相等 
.集合 包含 
集合 真 包含 

集合 序列 的 极限 
集合 序列 的 上 极限 
集合 序列 的 下 极限 
集合 的 笛 卡 儿 积 
Cantor 集 

链 


数学 归纳 法 
种 密 
笛 密 集 
满 ( 的 ) 
满 函数 


覆盖 


‘152.» 


elosure of a set 

Blements of a get 

equality of sets “ 

set inolusion 

Proper set inclusion 

limit of a sequence of sets 

limit superior of a sequence of geta 
limit inferior of a sequenoe of gete 
Cartesian product of gets 

Cantor set 

chain 


十 三 画 
mathematical indnotion 
dense . 
denge set 
onto 
onto function 


十 八 画 


Dover 


